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Kapitel 1
Einleitung

. ines der reizvollsten Kapitel der elementaren Zahlentheorie ist die Theorie der quadra-
4 tischen Reste. Sie entspringt aus der Frage, fiir welche primen Restklassen a mod m,
bei gegebenem m € N, m # 1 die Kongruenz

2?2 = a mod m (1.1)

eine Losung besitzt. Existiert eine Losung, spricht man von quadratischen Resten, andernfalls
von quadratischen Nichtresten, die uns in dieser Arbeit besonders interessieren werden. Da
sich, wie wir sehen werden, die Frage der Losbarkeit der Kongruenz (1.1) auf Primzahlpotenz-
moduln zuriickfiihren 188t, beschéftigen wir uns hauptséchlich mit quadratischen Nichtresten
modulo einer Primzahl p.

Wéhrend CARL FRIEDRICH GAuSss (*¥1777 {1855), auf den der Begriff der quadratischen
Reste und Nichtreste zuriickgeht, sich mit der Unterscheidung in Worten begniigte, fiihrte
ADRIEN-MARIE LEGENDRE (*1752 11833) im Jahre 1785 das nach ihm benannte LEGENDRE-

Symbol (2) ein, das quadratische Reste bzw. Nichtreste a modulo p danach unterscheidet,
p

ob (E) =1 bzw. (E) = —1 gilt.
p p

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden wir uns allgemein mit den quadratischen Resten
beschéftigen und nach Einfiihrung des LEGENDRE-Symbols noch weitere Kriterien angeben,
mit denen sich quadratische Reste bestimmen lassen. Durch diese Kriterien findet man zwar
eine Antwort auf die Frage, welche Zahlen a # 0 quadratische Reste modulo einer gegebenen
Primzahl p sind, jedoch ist die eigentlich interessantere Frage:

Fiir welche Primzahlen p # 2 ist eine gegebene ganze Zahl a # 0 quadratischer Rest?

Diese Frage fiihrt zu dem erstmals von GAUSS bewiesenen quadratischen Reziprozitdtsgesetz
und seinen beiden Ergénzungssétzen. Diese waren bereits PIERRE DE FERMAT (*1601 11665)
bekannt, aber Beweise fiir den ersten bzw. zweiten Ergénzungssatz wurden erst von LEON-
HARD EULER (*1707 11783) bzw. JOSEPH Louls LAGRANGE (*1736 11813) geliefert. Das
quadratische Reziprozitatsgesetz selbst wurde etwa 1745 von EULER implizit benutzt, spé-
testens aber 1772 erstmals von ihm klar ausgesprochen (vgl. [Bund, S. 144]). In Artikel 151
seiner Disquisitiones arithmeticae schreibt GAUSS, dafs gewisse andere Sétze, die aus dem qua-
dratischen Reziprozitdtsgesetz folgen und zu dessen Entdeckung hétten fithren kénnen, schon
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 6

EULER um 1740 bekannt waren (vgl. [Gau], [Rem/Ull, S. 250]). Allerdings kannte EULER
keine Beweise fiir seine Satze.

Unabhédngig davon wurde es 1785 von LEGENDRE entdeckt und teilweise bewiesen. Allerdings
basierte sein Beweis auf der von ihm nicht bewiesenen Annahme, daf zu jeder Primzahl p der

Form 4 - k + 1 eine Primzahl g der Form 4 - [ + 3 existiert mit P} — _1. Diese wesentliche

q
Liicke hat er nie schliefen koénnen. LEGENDRES Vermutung wurde erst 1837 von GUSTAV
PETER LEJEUNE DIRICHLET (*1805 1859) bewiesen (vgl. [Rem/Ull, S. 250]).

Als Achtzehnjdhriger formulierte GAUSS unabhéngig von seinen Vorgéngern das quadratische
Reziprozitdtsgesetz in Artikel 131 der Disquisitiones arithmeticae und lieferte 1796 nach ei-
nem Jahr harter Arbeit den ersten kompletten Beweis. Insgesamt gibt es von GAUSS acht
methodisch verschiedene Beweise fiir das quadratische Reziprozitatsgesetz. In den Jahren zwi-
schen 1796 und 1896 wurden von verschiedenen bekannten Mathematikern weitere 45 Beweise
angegeben. Bis heute sind deutlich iiber 150 Beweise des quadratischen Reziprozitatsgesetzes
verdffentlicht worden.

Wie oben schon erwéahnt, interessieren uns die quadratischen Nichtreste modulo einer Primzahl
p, insbesondere der kleinste quadratische Nichtrest, d.h. die kleinste natiirliche Zahl, die kein
quadratischer Rest modulo p ist. Dabei konzentriert sich diese Arbeit auf die elementaren
Methoden, die verschiedene Abschitzungen fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest n* (p)
bzw. fiir den kleinsten ungeraden quadratischen Nichtrest n (p) liefern. Diese werden wir in
Kapitel 3 ausfiihrlich behandeln.

Im folgenden bezeichnen wir mit logn immer den natiirlichen Logarithmus zur Basis e.

Nach den beiden Ergidnzungssidtzen des quadratischen Reziprozititsgesetzes kann man in den
Féllen p = 3, 5, 7 mod 8 einen konkreten quadratischen Nichtrest angeben. Fiir Primzahlen
der Form 8n + 3 ist immer 2 quadratischer Nichtrest, fiir die Primzahlen p = 7 mod 8, ist —1
ein quadratischer Nichtrest. Es bleiben also die Primzahlen der Form p =1 mod 8.

Wie in vielem ist GAUSS auch hier vorausgegangen. Im Zusammenhang mit dem ersten Beweis
des quadratischen Reziprozititsgesetzes bewies er fiir diese Primzahlen in den Disquisitiones
arithmeticae in Art. 129 die Abschitzung

n(p) <2[vp] +1.

Erst im Jahre 1923 gelang es TRYGVE NAGELL, diese Abschitzung auch fiir die Primzah-
len p =3, 5, 7 mod 8 nachzuweisen. Im Gegensatz zu GAUSS, der einen Widerspruchsbeweis
durchfiihrt, konstruiert NAGELL in jedem einzelnen Fall einen passenden quadratischen Nicht-
rest, der dann zu der gewiinschten Abschétzung fiithrt. Im Jahre 1950 verdffentlichte er fiir
die Restklassen 1, 5, 7 mod 8 verbesserte Ergebnisse. 1951 gab er die folgenden verbesserten
Abschétzungen fiir n (p) an:

1. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 1, dann gilt n (p) < “(p+1).

N | =

2. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 7 mit p # 7, 23, dann gilt n (p) < v/p — 6.

3. Ist p eine Primzahl mit p =5 mod 8, dann gilt n (p) < \/p, aufer fir p =175, 13, 109.
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4. Ist p eine Primzahl mit p =3 mod 8, dann gilt n (p) < \/p + 4, aufer fir p =131.

In dem Buch “An Introduction to The Theory of Numbers” von IVAN NIVEN, HERBERT S.
ZUCKERMAN und HUGH L. MONTGOMERY findet man die Abschétzung

n (p) <1+ b,

die sich im Gegensatz zu den vorherigen Ergebnissen erstaunlich kurz und einfach beweisen
1&8t. Leider ist es nicht bekannt, auf wen dieser elegante Beweis zuriickgeht.

In Anlehnung an NAGELLS Arbeiten bewies L. REDEI im Jahr 1953 fiir alle ungeraden Prim-
zahlen p # 3,5,7,11,13,23, 59,109, 131

n (p) < +/p-

BENGT STOLT verbesserte dieses Ergebnis und bewies 1954 fiir Primzahlen der Form p =
8-n+5,p+#5,13,37,61,109 die Abschitzung

1

01< ()

Bereits im Jahre 1931 veréffentlichte ALFRED BRAUER seine Abschitzungen fiir n (p). Seine
drei Sétze, in denen er die Fille p = 7 mod 8, p =5 mod 8 und p = +3 mod 8 betrachtet, ent-
halten bessere Ergebnisse als die Sétze von NAGELL. Er zeigt in teilweise sehr umfangreichen,
aber kleinschrittigen Beweisen, die gut nachvollziehbar sind:

1. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 7, so gilt n* (p) < (2p)% +3 (2p)% + 1
2. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 5, so gilt n (p) < /p+4+2.

3. Ist p > 3 eine Primzahl der Form 8n £ 3, so gilt n (p) < 2 [(4p)% + (4p)%] + 1.

In Anlehnung an BRAUERS Arbeiten veroffentlichten RICHARD H. HUDSON und KENNETH
S. WILLIAMS im Jahre 1980 die leicht verbesserte Abschétzung

n(p)<p%+12-p%+33

fiir ungerade Primzahlen der Form p # 1 mod 8.

LARS FJELLSTEDT publizierte im Jahre 1956 in der Zeitschrift Arkiv for Matematik die Ab-
schitzung

n(p) < 6-logp

fiir alle Primzahlen p ab einer gewissen Schranke pg > 0. Sein Beweis enthilt jedoch einen
Fehler.

Neben den elementaren Abschétzungen fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest gibt es auch
verschiedene analytische Ergebnisse, die im vierten Kapitel dieser Arbeit aufgefiihrt werden.
Einige stiitzen sich jedoch auf die erweiterte Riemannsche Vermutung (ERH), die bisher im-
mer noch unbewiesen ist. Ohne ERH kommen die Abschétzungen von IVAN MATVEEVICH
VINOGRADOV (*1891 1983) und D. A. BURGESS aus.
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Schon sehr frith, im Jahre 1919, zeigte VINOGRADOV, daf ab einer gewissen Schranke

_1
n* (p) < p>e - (logp)”
gilt. Sieben Jahre spater gab er eine verallgemeinerte Abschitzung fiir Nichtreste n-ten Grades
modulo p an.
Mit dhnlichen Mitteln wie VINOGRADOV bewies BURGESS im Jahre 1957, daf fiir hinreichend

grofte Primzahlen p und fiir alle o > 4%/5 ~ 0,1516 gilt

Dies ist die beste heute bekannte Abschétzung, die ohne die erweiterte Riemannsche Vermu-
tung auskommt.

Die weiteren Abschétzungen des kleinsten quadratischen Nichtrestes lassen sich nur unter
Annahme der ERH beweisen.

Im Jahre 1952 bewies NESMITH C. ANKENY, daf unter Voraussetzung der ERH gilt
n* (p) = O ((logp)’)

Sein Beweis zu der Abschétzung
n* (p) <p

fiir p = 3 mod 4 und fiir alle € > 0 und p > po (€), den er 1954 verdffentlicht, wird zunéchst
als richtig angesehen. Erst 1956 bemerkte RODOSSKII in einem Artikel in den Mathematical
Reviews, dafs ANKENYS Beweis einen Fehler enthalt.

In seiner Dissertation konnte ErRIC BACH 1984 fiir die Abschitzung n* (p) = O ((log p)2> von
ANKENY konkrete Konstanten bestimmen. Er zeigte, dafs

n* (p) < 2- (logp)

gilt, falls die erweiterte Riemannsche Vermutung stimmt.
In seiner Dissertation bewies SEBASTIAN WEDENIWSKI im Jahre 2001 unter Voraussetzung
k
der erweiterten Riemannschen Vermutung fiir x = min {k eN| (—) # 1} die Abschétzung
m
3 44
z < i-log(m)2 - E-logm-l— 13,

wobei m > 1 eine ungerade positive ganze Zahl ist mit m # n? fiir n € N. Das Ergebnis scheint
besser zu sein als die Abschéitzung von BACH, allerdings ist der Satz in der angegebenen Form
nicht richtig.

Als Folgerung eines Primzahlsatzes von ERIC BACH und JEFFREY SHALLIT erhélt man die
Abschétzung

n* (p) = O ((logp)**) ,

fiir jedes € > 0.
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Im fiinften Kapitel widmen wir uns im Gegensatz zu den bisherigen Ergebnissen den unteren
Schranken fiir n (p). HANS SALIE bewies im Jahre 1949, daR es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so
daf fiir unendlich viele Primzahlen p

n*(p) > c-logp
gilt.
Unter Voraussetzung der erweiterten Riemannschen Vermutung verschéirfte HUGH MONTGO-
MERY 1971 diese Aussage und bewies, dafs es eine Konstante ¢ gibt, so dafs fiir unendlich viele

Primzahlen gilt
n* (p) > c-log ploglog p.

Im Jahre 1990 verbesserten S. W. GRAHAM und C. J. RINGROSE die Abschétzung von SALIE
und bewiesen ohne ERH die Abschétzung

n* (p) > c-logplogloglogp
flir unendlich viele p € P mit einem ¢ > 0.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit der Verteilung der kleinsten quadratischen Nichtreste,
insbesondere mit der Frage, wie oft eine Primzahl ¢ als quadratischer Nichtrest modulo einer
Primzahl p auftritt. Wir werden zeigen, daf sich die Anzahl der p € P mit n (p) = ¢ jedesmal
ungefahr halbiert.

Auch in Anwendungen spielt der kleinste quadratische Nichtrest eine grofe Rolle. Dies wollen
wir in Kapitel 7 anhand von zwei Beispielen zeigen. Dabei betrachten wir das Quadratwurzel-
ziehen modulo p und einen Primzahltest.

Mein herzlicher Dank gilt Professor Wolfgang Ruppert fiir die sehr gute Betreuung und Un-
terstiitzung.



Kapitel 2

Quadratische Reste

Reste geben. Zunéchst definieren wir das LEGENDRE-Symbol, durch das die Losbar-

keit der Gleichung 22 = a mod p beschrieben wird. Mit dem EULER-Kriterium und
dem GAUSS-Kriterium lernen wir verschiedene Wege zur Berechnung des LEGENDRE-Symbols
kennen. Im Rahmen des GAUss-Kriteriums kommen dabei das quadratische Reziprozititsge-
setz und seine beiden Ergidnzungssitze ins Spiel.

W ir wollen in diesem Kapitel eine kleine Einfiihrung in die Theorie der quadratischen

2.1 Das LEGENDRE-Symbol <9>
p

Definition

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z.

Ist die Kongruenz

z? =a mod p

losbar, nennt man a einen quadratischen Rest modulo p, andernfalls einen quadratischen
Nichtrest modulo p.

Man definiert das LEGENDRE-Symbol (%) durch

a , falls ggT (a,p) =1 und a quadratischer Rest mod p ist
(—) =< —1, falls g9T (a,p) =1 und a quadratischer Nichtrest mod p ist
p 0, fallsa =0 mod p.

Den kleinsten quadratischen Nichtrest, also die kleinste natirliche Zahl, die kein quadra-
tischer Rest modulo p ist, bezeichnen wir mit n* (p).

Eigenschaften des LEGENDRE-Symbols

e Ist p{abund a = b mod p, dann ist (%) = (g)

10
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a2

1
e Ist p{a, dann ist ( ) = 1; insbesondere ist (—) =1.
p p

2.2 Das JACOBI-Symbol

Das JACOBI-Symbol wurde von CARL GUSTAV JACOBI (*1804 11851) eingefiihrt und ist eine
Verallgemeinerung des LEGENDRE-Symbols.

Definition

Fir eine ungerade natirliche Zahl m > 1 mit Primfaktorzerlegung m = p{* -...-p& und a € Z
definieren wir das JACOBI-Symbol (ﬁ) durch
m

GGG

wo <ﬁ> das LEGENDRE-Symbol bezeichnet.
bi

Satz

Seien a,b € Z und m,n ungerade naturliche Zahlen. Dann gelten fir das JACOBI-Symbol
folgende Eigenschaften:

(%) = (%) , falls a = b mod m,

—1, falls m =3 mod 4,

m?=1 1, fallsm=1, 7 mod 8§,
-1, fallsm =3, 5 mod 8§,

(1% _ (—1)"’51:{ 1, fallsm =1 mod 4,
)

(ﬁ), fallsm =1 mod 4 oder n =1 mod 4
m

3|3
N——
[l
T
=
w‘L
Mﬁ
/N
3|3
N——
[l

_ (%), falls m =n =3 mod 4.

Die Aussagen ergeben sich aus den entsprechenden Eigenschaften des LEGENDRE-Symbols.

2.3 Reduktion auf Primzahlpotenzmoduln

Ist m € N eine zusammengesetzte Zahl mit der Primfaktorzerlegung

1)
— €;
m = H ity
=1
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so kann man die Losbarkeit der Gleichung 22 = @ mod m, wobei a € Z mit ggT (a,m) = 1,
auf den Primzahlfall zuriickfithren, was im folgenden gezeigt werden soll.

Definition

Fiir jedes n € N ¢ibt es eine eindeutige Darstellung n = Hp“f’(") mit vp (n) € Ny, wobei fast
pEP
immer v, (n) = 0 ist.

Die eindeutige Primfaktorzerlegung liefert fiir jedes p € P eine Funktion v, : N — Ny. Der
Wert vy, (n) heifit p-adischer Wert von n.

Lemma

Sei f (z) € Z[z] ein Polynom und p eine Primzahl. Findet man ein w € Z mit f' (w) # 0 und
op (F (@) > 20, (' (@) +1,
so gibt es fiir alle n € N ein w, € Z mit
f(wn) =0 mod p"  und w, =w mod p.

Einen Beweis findet man in [Ser, §2, S.14].

Damit koénnen wir nun folgenden Satz beweisen.

2.3.1 Satz

Sei p € P eine Primzahl, e € N und a € Z mit ggT (p,a) = 1. Dann gilt:

a=1mod2 im Fallp=2, e=1,
a=1mod4d im Fallp=2, e=2,
Es gibt ein © € 7 mit ° = a mod p° < a=1mod8 im Fallp=2, ¢ >3,

(%) =1 im Fall p # 2.

Beweis:

“=7: Im Fall p = 2 folgt die Behauptung sofort aus 12 = 32 = 52 = 72 = 1 mod 8. Ist p # 2,

dann folgt aus der Kongruenz 22 = a mod p® sofort die Kongruenz z? = a mod p, was nach

a
Definition des LEGENDRE-Symbols dquivalent ist mit (—) =1
p

“«=": Sei zunéchst p = 2. Ist p® = 2, 4, 8, dann gilt nach Voraussetzung a = 1 mod p®, also
auch 12 = a mod p®, woraus die Behauptung folgt. Nun betrachten wir den Fall e > 3. Dazu
definieren wir

f(z) =22 —a.
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Dann ist

f(z)=2z und v (f' (1) =v2(2) =1

Da f(1) =1—a=0mod 8, ist vy (f (1)) > 3. Also ist

va (f(1)>2-vp (f' (1) +1=3

und damit ist die Voraussetzung des Lemmas erfiillt. Demnach gibt es ein w, € Z mit

f (we) = 0 mod 2¢, also w? — a = 0 mod 2¢ und damit w? = @ mod 2¢, was die Behauptung
zeigt.

Sei nun p # 2. Wir definieren wieder f () = x> — a. Nach Voraussetzung ist (j—)) =1 und
somit gibt es ein w € Z mit w? = a mod p. Es ist also w? — a = 0 mod p und daher
vp (f (W) = vp (W —a) > 1.
Da ggT (a,p) = 1, ist auch ggT (w,p) = 1 und daher ist
vp (f' (w)) = vp (2w) = 0.
Wir haben also
vp (f (W) >2-v, (f' (w)) +1=1.

Die Voraussetzung des Lemmas ist somit wieder erfiillt und man erhélt dadurch ein w, € Z
mit f (we) = 0 mod p® woraus schlieRlich w? = a mod p® folgt, was die Behauptung beweist. (]

Damit kann man nun die Losbarkeit der Kongruenz z? = a mod m fiir zusammengesetze

m € N charakterisieren.

Folgerung
o
Sei m € N eine natirliche Zahl mit der Primfaktorzerlegung m = H P und a € Z mit
i=1
99T (a,m) = 1. Dann gilt:
a=1mod2 wm Fallp; =2, ¢; =1,
a=1mod4 wm Fallp; =2, e; =2,
Es gibt ein z € Z mit 2> = a mod m <~ a=1mod8 im Fall p; =2, ¢; > 3,
(1> = im Fall p; # 2.
pi
Beweis:
“=7. Die Kongruenz z?> = a mod m impliziert natiirlich die Kongruenz 22 = a mod p;®.

Damit folgt die Behauptung sofort aus dem vorherigen Satz.
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“«<=" Mit den Voraussetzungen erhalten wir aus dem letzten Satz ein x; € Z mit

2 — €;
z; = a mod p;“i.

Da die p;’s paarweise teilerfremd sein sollten, findet man mit dem chinesischen Restsatz ein

z € Z mit z = z; mod p;® fiir alle 4. Dann ist auch 2% = xf = a mod p;® fiir alle 7. Also ist

22 = a mod m und somit die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung
Fir m € N bezeichnet man die primen Restklassen modulo m mit ¢ (m). Diese Funktion

heift EULERSCHE ¢ — Funktion. Esist ¢ (m) = #{a € N:1 <a <m und ggT (a,m) =1} =
#(Z/mZ)". Es gilt ¢ (1) =1 und ¢ (p) = p — 1, wenn p eine Primzahl ist.

Eine ganze Zahl g heift Primitivwurzel modulo p, wobei p € P und p # 2, wenn sie die
maximal mégliche Ordnung ¢ (p) = p—1 besitzt, also wenn g? ' = 1 und g™ # 1 fiir m < p—1
gilt. Sie ist also ein Erzeuger der zyklischen Gruppe F},. Fiir m,n € Z gilt genau dann g™ = g¢",

2102 _
wenn m = n mod p — 1 ist. Wegen 1 = ¢gP~! = (g%) folgt, daf g% das einzige Element
der Ordnung 2 ist, also gilt g% =-1.

2.3.2 Satz von EULER-FERMAT

Ist m € Nund a € Z mit g9T (a, m) =1, dann gilt
a?™ =1 mod m.
Einen Beweis findet man in [Sche, S. 142].

Die spezielle Form des Satzes fiir m = p, also ¢ (m) = p — 1, geht auf FERMAT zuriick.

2.3.3 Kleiner Satz von FERMAT

Ist p eine Primzahl und a € Z mit g9T (a,p) = 1, dann gilt

a? 1 =1 mod p.

Fiir diesen Satz gab EULER auch einen kurzen Beweis durch Induktion an (vgl. [Sche, S. 142]).
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Lemma

Ist p eine ungerade Primzahl und g eine Primitivwurzel modulo p, dann gilt fir m € Z

gm
(—):1 <— m=0 mod 2,
p

o (9 ym
das hezﬂt(p) (=)™,

Beweis:

”

= 7 : Ist ¢"" quadratischer Rest modulo p, dann gibt es ein ¢" € F;, mit (g")2 = ¢, also
gilt m = 2n mod p — 1. Daraus folgt sofort m = 0 mod 2.

? <=7 :Ist m = 0 mod 2, also m = 2n, dann gilt g™ = (g")%. Also ist g™ quadratischer Rest

modulo p. O
Folgerung
Aus dem Lemma ergibt sich, daf ¢°, ¢*,..., g°~' quadratische Reste und g*, ¢%,..., gP—2

quadratische Nichtreste sind. Folglich gibt es b

Nichtreste mod p. Insbesondere gilt also (Q) = —1 fiir eine Primitivwurzel g mod p.
p

quadratische Reste und p% quadratische

2.4 Das EULER-Kriterium

2.4.1 Satz von EULER

Ist p eine ungerade Primzahl und a € Z, dann gilt

<ﬁ> = 4" mod p.
p

Beweis:
Ist @ = 0 mod p, ist nichts zu zeigen.
Sei nun a # 0 mod p und g eine Primitivwurzel modulo p.

Dann gibt es m € N mit a = ¢" mod p und damit folgt aus den vorherigen Betrachtungen
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Satz
Ist p eine ungerade Primzahl und a,b € Z, mit ggT (a,p) = ggT (b,p) =1, dann gilt
(5)-G)-6)
p p) \p)
Beweis:

Seien a,b € F),. Dann gilt

(%) = (ab)% =45 b = (g) (g) mod p.

Da das LEGENDRE-Symbol nur die Werte 0,1, —1 annehmen kann, folgt die Gleichung auch
in Z. O

Bemerkung

Die Formel ergibt folgendes Multiplikationsschema:

a quadr. Rest mod p, b quadr. Rest mod p, = a-b quadr. Rest mod p,
a quadr. Nichtrest mod p, b quadr. Rest mod p, = @ -b quadr. Nichtrest mod p,
a quadr. Rest mod p, b quadr. Nichtrest mod p, = a-b quadr. Nichtrest mod p,
a quadr. Nichtrest mod p, b quadr. Nichtrest mod p, = a-b quadr. Rest mod p.

Somit hat eine zusammengesetzte ganze Zahl, die quadratischer Nichtrest modulo p ist, minde-
stens einen Primteiler, der ebenfalls quadratischer Nichtrest modulo p ist. Dies wird in Kapitel
3 bei den Abschétzungen fiir n* (p) bzw. n (p) sehr hilfreich sein.

2.5 Das GAUSS-Kriterium

2.5.1 GAUSS’sches Lemma

Ist a € Z\ {0}, p eine ungerade Primzahl mit p t a, und p die Anzahl der Zahlen j mit
1<5< p%’ fiir welche der betragsmdfig kleinste Rest von aj mod p negativ ist, dann gilt

Beweis:

Wir bezeichnen den betragsmifig kleinsten Rest von aj mod p mit 7 (aj). Also ist
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Fiir 4, j mit 1 <4, j < 2~ und i # 7, gilt natiirlich

1 #Z jmodp
= ai # ajmodp
= r(ai) # r(aj) mod p. (2.1)

Auferdem folgt aus 0 <i+j <p

a(i+j) # Omodp
— ai+aj # 0 modp
= ai #Z —aj modp
= r(ai) # —r(aj) mod p. (2.2)

Somit erhdlt man aus (2.1) und (2.2)

Daher ist ) 1
{rmir<s<?t =die. . 200
Also gilt
p=1
: -1
r(a) = (- (250!
j=1
Andererseits hat man
p—1 p—1
2 2 bt [p—
H’f‘(aj) = Haj =a 2 (—)' mod p,
und somit »
az = (=1)" mod p.
Aus 2.4.1 folgt (2) = (—=1)* mod p und daher (ﬁ) = (-1~ O
p p
Beispiel

7 -1
Wir wollen das LEGENDRE-Symbol (ﬁ) berechnen. Alsoist p =13 und a = 7. Da P 5 = 6,

ist 1 < 7 < 6. Wir erhalten folgende Tabelle:
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] 1] 2 [ 3] 4 [5] 6

7jmod13 | 7 | 1 | 8 | 2 | 9 | 3
bzw. —6 | —12 | =5 | =11 | -4 | —10
r(75) | —6| 1 | -5]| 2 | -4

Somit ist fiir j = 1, 3, 5 der betragsméRig kleinste Rest r (7j) von 75 mod 13 negativ. Man
7
hat also g4 = 3 und erhélt damit (ﬁ) =(-1)>%=-1.

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung des Lemmas ist die Berechnung des LEGENDRE-
Symbols (g> in 2.5.4.
p

2.5.2 Das quadratische Reziprozitéitsgesetz

Sind p und q verschiedene ungerade Primzahlen, so gilt

(-

Es ist also
(g>, fallsp =1 mod 4 oder g =1 mod 4
-1 .
? - q
- (—), falls p = q = 3 mod 4.
p
Beweis:

Fiir den Beweis benutzen wir das GAUSS’sche Lemma. Dazu bezeichnen wir mit

-1
u die Anzahl derimit 1 <3 < qT’ fiir die der betragskleinste Rest von pi modulo ¢

negativ ist, und mit

-1
v die Anzahlder jmit 1 < j < ;DT’ fiir die der betragskleinste Rest von ¢j modulo p

negativ ist.

Nach 2.5.1 ist dann (g) = (—1)" und (%) = (—1)", also

Es muf somit gezeigt werden, daf p 4+ v genau dann ungerade ist, wenn p = ¢ = 3 mod 4.

Dazu z&hlt man nach einer Idee von FERDINAND GOTTHOLD EISENSTEIN die Gitterpunkte

p+1 g+1
2

und 0 < y < 5 fiir die gilt

(z,y) mit 0 < z <

1 1
y<g-w-|-— und x<1—)-y-|-—.
p 2 q 2
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Diese Punkte liegen in einem Parallelstreifen um die Gerade g mit der Gleichung gx — py = 0.
Wir bezeichnen die Menge dieser Gitterpunkte mit I'.

1 1
Liegt der Punkt (z,y) in I, dann auch der Punkt (p;— -z, q—; —y),denn mit
p (g+1 1 pg+p—2py+q _qp+1)—pQ2y—-1)
- . _y _|_— = =
q 2 2 2q 2q
p+1 p 1
= —_— e — . y__
2 q 2
p+1 p q 1 1
7 T3 Ty (p Tty 3
_ pHl_
2
und
g (pt1 1 gp+q—2qz+p plg+1)—q(2z-1)
= . —x +— = =
P 2 2 2p 2p
_ogtl g (1
2 P 2
1 1 1
> i_g. B.y —_ — =
2 q 272
_ et

sind die Bedingungen fiir die Gitterpunkte erfiillt.

Das bedeutet, dak die Gitterpunkte aus I immer paarweise auftreten und ihre Anzahl genau
dann ungerade ist, wenn man den Fall

p+1 qg+1
(.'L',y) = - Z, -y

2 2
1 1
hat. Dieser Fall tritt genau dann auf, wenn z = ptl —z und y = a+i_ y, also wenn
1 1 1 1
(1%, % ein Gitterpunkt ist. (1%, %) ist aber genau dann ein Gitterpunkt

(und liegt dann auch in '), wenn p = ¢ = 3 mod 4.

Jetzt bleibt noch zu zeigen, daf die Anzahl der Gitterpunkte in I' genau p + v ist. Auf der

Geraden g mit Gleichung gx — py = 0 liegt kein Gitterpunkt aus I', denn aus qz — py = 0 <=

Yy = 9. & wiirde sonst p | g folgen. Der Punkt (z,y) liegt genau dann oberhalb von g und
p

gehort zu I'y, wenn

gilt. Also liegen oberhalb der Geraden g genau v Punkte von I'. Entsprechend liegt der Punkt
(z,y) genau dann unterhalb der Geraden g, wenn
qg—1

-1
1Sy§T und —qTSpy—q:v<0
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gilt. Somit liegen genau p Punkte von I' unterhalb von g. Insgesamt hat man in I' also y + v
Gitterpunkte und wir haben gezeigt, dalt y+v genau dann ungerade ist, wenn p = ¢ = 3 mod 4.

O
2.5.3 Erster Erginzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz
Fir eine ungerade Primzahl p gilt
-1Y _ (_1)% _ 1, falls p=1 mod 4,
p ) | =1, falls p=3 mod 4.
Beweis:
Die Behauptung ergibt sich sofort aus dem Satz von EULER. O

2.5.4 Zweiter Ergiinzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz

Fiir eine ungerade Primzahl p gilt

2\ _ (_1)p28_1 _ 1, fallsp=1, 7 mod38,
a “\ -1, fallsp=3, 5 modS8.

Beweis:

-1
Fiir die betragsméfig kleinsten Reste 7 (2j) von 2j modulo p mit 1 < j < pT gilt genau

dann 7 (2j) < 0, wenn 4 <2j <p-—1bzw.

p—1 . _p—1
— <y < —.
1 7=
: p—1 . - _p—-1
Ist p = 1 mod 4, dann ist y = S wobei y die Anzahl der j mit 1 <5 < 5 fiir die
der betragsmifig kleinste Rest von 2j mod p negativ ist (vgl. 2.5.1). Fiir p = 3 mod 4 ist
1

0= I% Folglich ist p genau dann gerade, wenn p — 1 = 0 mod 8 oder p + 1 = 0 mod 8§,

also wenn p = 1, 7 mod 8. O

Folgerung

Aus dem soeben bewiesenen Satz geht hervor, dak fiir die Primzahlen p = 3, 5 mod 8 immer
n* (p) = 2 gilt. Daher werden sich die Abschétzungen im néchsten Kapitel oft auf den kleinsten
ungeraden quadratischen Nichtrest modulo p beziehen, den wir mit n (p) bezeichnen wollen.
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2.5.5 Satz von FERMAT-EULER

Eine ungerade Primzahl p ist genau dann Summe zweier Quadrate, d.h.
p=a®+b* mit a,b € Z, wenn gilt p =1 mod 4.
Beweis:

” = 7 : Sei p = a® + b%. Dann gilt offensichtlich ggT (a,p) = ggT (b, p) = 1. Damit erhilt man

(2)25 p-b = —1 mod p.

-1

Das heifst —1 ist quadratischer Rest mod p, also gilt (—) = 1 und somit nach 2.5.3 auch
p

p=1mod 4.

7 &7 : Sei nun p =1 mod 4.

Wir nehmen an, p laft sich nicht als Summe zweier Quadrate schreiben und ist minimal mit
dieser Eigenschaft gewihlt, also alle p € P, p < p mit p = 1 mod 4 sind als Quadratsumme
darstellbar.

-1
Da (—) = 1, existiert ein z € Z mit 22 = —1 mod p, also 22 + 1 = np, n € Z. Es gibt also
p

ganze Zahlen a, b mit

a2+ b2 =mp, mit 1 <a,b< g und ggT (a,b) = ggT (a,p) = ggT (b,p) = 1.

2
Man kann weiter annehmen, da m minimal mit diesen Eigenschaften ist. Aus a® + b? < 2 - pz
folgt 1 < m < 12—’.
Sei nun ¢ ein Primteiler von m.

Ist ¢ = 2, so gilt wegen ggT (a,b) = 1 und a® 4 b? = 0 mod 2 die Kongruenz a = b = 1 mod 2.

Dann ist
a+b 2+ a—2>b 2_a2—l—b2_ﬂ
2 2 ) T2 T 9®

und wir haben einen Widerspruch zur Minimalitat von m.

2
Im Fall ¢ # 2, hat man a®>+b? = 0 mod ¢, also a®> = —b? mod ¢ und somit (E) = —1 mod g.

b
-1
Es ist also (—) =1 und ¢ = 1 mod 4. Da auerdem ¢ < p, gibt es u,v € Z so, dak
q
2 9 R u\2 LU a .
q = u” + v°. Daraus erhdlt man (—) = —1 mod ¢ und damit — = j:g mod ¢. O.B.d.A. sei
v v
¥ = % mod ¢, d.h. ub = va mod gq.
v

Damit ergibt sich

b
ua+vbzua+%.bzg(a2+b2)EOmodq und ub —wva =0 mod gq,
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also
ua +vb ub—va
, € Z.
q q

Die Gleichung

p
q2

(ua +vb>2 N (ub— va)2 (u? + v?) (a® + b?) m
q

q q

liefert aber einen Widerspruch zur Minimalitdtsforderung an m. Daraus folgt schlieklich die
Behauptung. O

Dieser Satz ist 1640 in einem Brief von FERMAT an MERSENNE ausgesprochen worden. Aller-
dings war er schon ALBERT GIRARD (*1595 {1632) bekannt und heift manchmal “Satz von
GIRARD”. Im Jahr 1754 publizierte EULER als erster einen Beweis. Der folgende Beweis der
Findeutigkeit der Darstellung geht auch auf ihn zuriick (vgl. [Sche, S. 217]).

2.5.6 Satz

Die Darstellung p = a? + b?> mit a,b € Z, fiir p =1 mod 4 ist eindeutig.
Beweis:

Sei a? +b? = 22 +y% = p, wobei man 0.B.d.A.0 <a <b< vpund 0 < z <y < ,/p annehmen
kann. Es ist klar, daf p keine der Zahlen a,b,z,y teilt und daR ggT (a,b) = ggT (z,y) = 1
gilt. Zu zeigen ist also @ = = und b = y. Dies ist unter den obigen Annahmen gleichwertig mit
ay —bx =0 bzw. p | ay — bx.

Es gilt
(ay —bz) - (ay + bz) = a’y? —b%2? = (p — b2) cy? — b2
oy — b2 - (:1:2 n y2)
—_————
=p
= p- (y2 _ 52) .

Also gilt p | ay + bz oder p | ay — bz.
Wir nehmen p | ay + bz an. Dies fithrt wegen 0 < ay + bz < 2p zu ay + bz = p. Wegen

(a> +0°) - (2* +4°) = (az — by)* + (ay + bz)” <= p-p = (az — by)* +p°

mufs gelten ax — by = 0. Dies ist aber nicht moglich, da azx < by.

Folglich war unsere Annahme falsch und es gilt p | ay — bz, was wir zeigen wollten. O
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2.5.7 Lemma

Ist m > 3 eine natiirliche Zahl, die kein Quadrat ist, und
. k
x=m1n{k€N>o | (—) =—1}, (2.3)
m

Fiir jede Primzahl p > 3 ist somit der zugehorige kleinste positive quadratische Nichtrest n (p)
eine Primzahl.

dann ist x eine Primzahl.

Beweis:

Ist m eine Primzahl, dann ist es klar, daf mindestens ein k € N5 existiert mit (—) =—1.
m

Mit dem chinesischen Restsatz folgt dies schliefslich auch fiir m ¢ P.

Wir nehmen nun an, daf z zusammengesetzt ist. Dann existieren natiirliche Zahlen a,b > 1
mit = a - b. Daraus erhalten wir

x a-b a b
1= (5) - (7) = (@) (a) !
a b . - . .
was bedeutet, daf entweder (—> = —1 oder (—) = —1 gilt. Dies liefert allerdings einen
m m
Widerspruch zu (2.3). Also muf z eine Primzahl sein.
Beispiele

In Tabelle 2.1 sind fiir die Primzahlen 3 < p < 100 die kleinsten quadratischen Nichtreste
n* (p) angefiihrt:

n*(3)=2 n*(13)=2 n*(29)=2 n*(43)=2 n*(61)=2  n*(79) =3
n(5)=2 n*(17)=3 n*(31)=3 @7 =5 n*67)=2 n*(83)=2
n*(7) =3 n* (19) =2 n*(37) =2 n* (53) = 2 n*(711) =7 n*(89) =3
(1) =2 n*(23) =2 n*@d)=3 n*(GY=2 n(73=5 n(97)=5

Tabelle 2.1: Kleinste quadratische Nichtreste fiir 3 < p < 100

Da 2 quadratischer Nichtrest aller Primzahlen der Form 8n + 3 ist, wollen wir in Tabelle 2.2
die kleinsten ungeraden quadratischen Nichtreste fiir die Primzahlen 3 < p < 100 angeben:

n@3)=5 n(3)=5 n(29)=3 n@43)=3 n®6l)=7 n(79) =3
nG)=3 n(17)=3 n@B)=3 @) =5 n67)=3 n(8)=5
n(7) =3 n(19) =3 n(37) =5 n(53) =3 n(7l) =7 n(89) =3
n(11) =7 n(23) =5 n(41) =3 n (59) = 11 n(73) =5 n(97) =5

Tabelle 2.2: Kleinste ungerade quadratische Nichtreste fiir 3 < p < 100



Kapitel 3

Elementare Abschatzungen

Kapitel die verschiedenen elementaren Abschétzungen fiir den kleinsten quadrati-

schen Nichtrest anzugeben. Die unterschiedlichen Ergebnisse nehmen ihren Anfang
bei GAUSS, der sich schon im Alter von 18 Jahren damit beschéftigte. Weitere Fortschritte
erzielte TRYGVE NAGELL, der zunéchst die Aussage von GAUSS verallgemeinerte und fast 30
Jahre spéter seine Abschitzungen noch zweimal verschérfte. Seine Ergebnisse wurden von L.
REDEI und BENGT STOLT verfeinert. Kurz und elegant lassen sich die Abschétzung von IVAN
NI1VEN, HERBERT S. ZUCKERMAN und HUGH L. MONTGOMERY sowie der Satz von SEBA-
STIAN WEDENIWSKI beweisen. Sehr gute Abschétzungen bieten die drei Sétze von ALFRED
BRAUER, die zeitlich sogar vor NAGELL liegen. Auch LARS FJELLSTEDT glaubte eine gute
Abschétzung fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest bewiesen zu haben, jedoch stellte sich
sein Beweis als fehlerhaft heraus.

M it den Ergebnissen des vorhergehenden Kapitels kénnen wir nun beginnen, in diesem

Vorbemerkung

In den beiden Ergidnzungssitzen zum quadratischen Reziprozitdtsgesetz haben wir gesehen,
daf man fiir eine Primzahl p > 3 in einigen Fallen explizit einen quadratischen Nichtrest
angeben kann. Zum Beispiel

-1
p=T7mod8 2é>3 (—)2—1,

p
2
p=3, 5mod 8 2£>4 (5) =-1.

Es bleiben jedoch die Primzahlen p = 1 mod 8, fiir die man auf Anhieb keinen quadratischen
Nichtrest angeben kann.

3.1 Abschatzung von GAUSS

Als erster hat sich GAUSS mit dem Problem der Primzahlen p = 1 mod 8 beschiftigt und
bewies in den Disquisitiones arithmeticae in Art. 129 folgenden Satz zur Abschitzung des
kleinsten quadratischen Nichtrestes fiir eine Primzahl der Form 8n + 1.

24
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3.1.1 Satz von GAUSS

Ist p eine Primzahl der Form 8n + 1, dann existiert mindestens eine ungerade Primzahl g mit

g<2yp+1 und (S) = (g> =-1.

p

Das heifit, fir jede Primzahl p =1 mod 8 gilt

n(p) <2[vp] +1.

Beweis:

Wir nehmen an, daf alle Primzahlen q < 2 L\/g_)J + 1 quadratische Reste modulo p sind, also

(2) = 1 gilt. Damit wollen wir dann einen Widerspruch herleiten.
p

Zuerst setzen wir

m= Vil
Dann ist m > 1. Da p =1 mod 8, ist p > 17 und daher gilt
VP > 1442
= V2 < -1
<~ 2 < p—-2p+1
— 2/p+1 < p
= 2m+4+1 < p.

Insgesamt erhilt man also
1<2m+1<p.

Nun setzen wir

M= (2m+1)!

Fiir alle ungeraden Primteiler ¢ von M gilt dann ¢ < 2m + 1 < p. Daher ist ggT (p, M) = 1.

Wegen unserer Voraussetzung gilt nun (g) =1 und da p = 1 mod 8, folgt (B> = 1. Nach
p q

Satz 2.3.1 gibt es also fiir jedes n € N ein 4, € Z mit

2

Ty, =p mod ¢".

Wegen p = 1 mod 8 liefert Satz 2.3.1 fiir alle n € N eine ganze Zahl z5 ; mit

x%m = p mod 2".

Mit dem chinesischen Restsatz findet man schlielich ein z € Z, das die Kongruenz

22 =p mod M
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erfiillt, wobei wir 0.B.d.A. 0 < z < M — 1 annehmen kénnen. Aus ggT (p, M) = 1 folgt auch
geT (z, M) =1 und somit 2m +2 <z < M — 1.

Wir rechnen modulo M und erhalten
m(p—12) (p—22)--- (p—mQ) Em(z2—12) (m2—22)---(w2—m2) =
=(xz-m)(z—m+1)---(z—1)z(z+1)---(z+m—1)(z+m) mod M. (3.1)
Mit z > 2m + 2 ergibt sich

(—m)(z—m+1)---(z-2)(z—-1Dz(z+1)(z+2)---(z+m—-1)(z+m) =

o 1-2-..-(z+m) (z4+m)! (z+m)! z+m
12 (z-m—-1) (z-m-1)! (z—-m-—1)!(2m+1)! (2m+ 1)t = (2 +1>M'

Daraus folgt
(z—m)(z—-—m+1)---(z—-2)(z—-1Dz(z+1)(z+2)---(z+m—1)(z+m) =0mod M
und nach (3.1) auch

z(p—1%) (p—2%) - (p — m?) =0 mod M.
Da ggT (z, M) = 1 war, erhdlt man

(p-1*)(p—2%) - (p—m*) =0 mod M

und damit m
M|H(p—i2).
i=1
Also ist m
c::% JIp-) ez (3.2)
i=1
Es gilt
M = 2m+1)!=1-2-...-(m=1)-m-(m+1)-(m+2)-(m+3)-...-2m - (2m + 1)
= (m+1)-[m(m+2)]-[(m-1)(m+3)]-...-[2-(2m)] - [1- (2m +1)]
= (m+1)-(m*+2m)- (m*+2m —3) ... - 4m-(2m + 1)
= (m+1)- [(m+) 12]-[(m+1) 2]-...-[(m+1)2_(m_1)2].[(m+1)2_
= (m+1) ﬁ[m+1 2.

=1

Man erhalt also

1 “ oy 1 p—1
_M H(p Z)_m-l-l i];[l(m_I_l)Q_,LZ

=1
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Wegen m = [\/;EJ gilt fiir 4 € {1,2,...,m} die Ungleichung i < ,/p, also i < p und damit
p—i2 > 0. AuRerdem gilt natiirlich (m + 1)? —i2 > 0. Aus m = |\/p| folgt auch \/p < m+1
und somit p < (m + 1)2. SchlieRlich erhilt man

0<p—i®<(m+1)* =7,

was zu 9
p—1

g <1
(m+1)" — 2

0<

fiihrt. Dies bedeutet aber, daf
2

1 p—1
0< -
m+ 1 il;[l(m—l—l)Q—i2

<1, also 0<ec<1,

was jedoch einen Widerspruch zur Aussage ¢ € Z aus (3.2) liefert. Demnach muf die zu Beginn
gemachte Annahme falsch sein und somit existiert eine ungerade Primzahl ¢ mit

g<2|Vp)+1<2yp+1 und (%’):(2):—1.

p

3.2 Die Abschatzungen von NAGELL

Im Jahre 1923 gelang es TRYGVE NAGELL, die Giiltigkeit des Satzes von GAUSS fiir beliebige
Primzahlen nachzuweisen. Sein Beweis ist in die drei Fille p = 5 mod 8, p = 7 mod 8 und
p = 3 mod 8 unterteilt und ist im Gegensatz zum Widerspruchsbeweis von GAUSS vollsténdig
konstruktiv. In den einzelnen Fillen ergeben sich teilweise sogar bessere Schranken als 2,/p+1.

Im ersten Fall benutzt er die eindeutige Darstellung von p als Summe zweier Quadrate, die
in 2.5.5 und 2.5.6 bewiesen wurde, um daraus einen quadratischen Nichtrest modulo p zu
konstruieren.

Der Beweis der beiden anderen Fille stiitzt sich auf die Idee, daf p zwischen zwei Quadrat-
zahlen liegt. Aus der Differenz von Quadratzahl und p, die immer als = 3 mod 4 gewahlt wird,
erhilt man dann einen Primteiler ¢ = 3 mod 4. Da auch p = 3 mod 4 gilt, entpuppt sich ¢
mit dem quadratischen Reziprozitdtsgesetz als gewiinschter Nichtrest modulo p.

Da die Originalarbeit von NAGELL schwer zuginglich ist, orientiert sich der folgende Beweis
an [Koch, S. 31].

3.2.1 Satz von GAUSS-INAGELL

Ist p > 3 eine Primzahl, dann existiert mindestens eine ungerade Primzahl ¢ < 2,/p + 1 mit

(g) = —1, d.h. fiir jede Primzahl p > 3 gilt

n(p) <2y/p+1.
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Beweis:
e Fiir p =1 mod 8 gilt die Aussage nach dem Satz von GAUSS.
Es bleiben also noch die Félle p =5 mod 8, p =7 mod 8 und p = 3 mod 8 zu zeigen.

e Seip=5mod 8 = p=1mod 4.
Nach 2.5.5 3 a,b €N, a # b mit p = a® + b?

—a? - =p—b—b>=—-20" mod p

- (59-(3)-()- (G- ()

Ist ein Produkt quadratischer Nichtrest modulo p, muft mindestens einer der Faktoren
ebenfalls quadratischer Nichtrest sein. Da a? — b* = p — 2b?> = p = 1 mod 2, existiert ein
ungerader Primteiler ¢ von ‘ag — b2| > 3 mit

()~

Da a? — b? = (a +b) (a — b) gilt ¢ < a+ b. AuRerdem ist a + b < 4/2p, denn

a+b < +/2(a®+b%)=+2p
= a’?+2ab+b < 2a%+ 207
— 0 < a®>—2ab+ b
— 0 < (a—b)?,

was wegen g # b immer erfiillt ist. Man erhélt also
g<a+b<+2p.

e Sei p =7 mod 8. Es existiert ein a € N mit a? < p < (a + 1)2.
Es ist

02=4>=0mod 8 und 2256254m0d8,

sowie
12=32=52=72=1mod 8.

Fiir alle geraden a € 7Z gilt also a®> = 0, 4 mod 8 und fiir alle ungeraden a gilt a? =
1 mod 8.

Fall 1: a gerade

Mit @ = 0 mod 2 ist a®> = 0, 4 mod 8 und damit a?> = 0 mod 4. Wegen p = 7 mod 8 ist
auch p = 3 mod 4. Daraus erhilt man p — a? = 3 mod 4. Folglich hat die positive ganze
Zahl p — a? einen Primteiler ¢ = 3 mod 4 fiir den mit p = a® + ¢s, s € Z gilt

(0)--() () -() -~
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Aus /p < a+ 1 folgt (\/13 — 1)2 < a? und somit gilt

qu—a2<p—(\/13—1)2:2\/f)—1.

Fall 2: g ungerade
Man hat also

a> = 1modS8
== p—a? = 7—1=6mod8
= p—a’> = 8k+6, keZ
1
== §(p—a2) = 4k+3
1
== 3 (p—a2) = 3 mod 4.

1
Demnach hat 5 (p— a2) einen Primteiler ¢ = 3 mod 4 fiir den mit p = a®> +¢s', s' € Z

T -0

Wie oben folgt aus (\/;T) — 1)2 < a?

1<50-a?) <3 (o (o1 =51 =13

e Sei p = 3 mod 8. Es existiert auch hier ein a € N mit a? < p < (a + 1)2.
Fall 1: a gerade

= a+1 = 1mod?2

= (@+1)? = 1mods8

= (a+1)*-p = 1-3=-2=6mod 8
1

= 3 ((a+1)2—p) = 3 mod 4.

1
Folglich gibt es einen Primteiler ¢ = 3 mod 4 von 2 ((a +1)2 - p), so dafs
p=(a+1)?—gt, t € Z. Auch hier gilt

() (=5=2) (=) -

Da a? < p, gilt wegen a?> = 0, 4 mod 8 und p = 3 mod 8 stets a® + 3 < p und somit
a<+p-3.
Insgesamt ergibt sich

«ﬁrﬁgigzﬁ:a4ﬁm

DN | =

g<3(e+1?-p) <

also

q < /D
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Fall 2: a ungerade

— a+2 = 1mod?2

— (@+2)? = 1modS8

== (@a+2%-p = 1-3=-2=6mod 8
1 2 _

= 3 ((a+2) —p) = 3 mod 4.

30

1
Nun hat 3 ((a +2)? —p) einen Primteiler ¢ = 3 mod 4 mit p = (a +2)*> —qt', t' € Z

und somit

(0)--(9)--

Daraus erhalt man

qS%((a-l—?)Q—p) g%((ﬁ+2)2—p> =2/p-2+1<2p+1.

(a+2)2 —qt' o
e

Da a? < p und beide Seiten ungerade sind, folgt a®> + 2 < p und damit a < \/p — 2.

Also gilt die Aussage fiir alle Primzahlen p > 3.

Bemerkung und Beispiele

(a+2)*

q

):_1.

Setzt man in 3.2.1 die Bedingung ¢ = 3 mod 4, so ist z.B. fiir die Primzahlen p = 11, 83, 227
der Wert 2 |,/p| +1 = 7, 19,31 jeweils tatséichlich die kleinste Primzahl = 3 mod 4, die

quadratischer Nichtrest modulo p ist.

Da die Verfahren im Beweis des Satzes von GAUSS-NAGELL leicht durchzufiihren sind, wollen
wir in den Tabellen 3.1, 3.2 und 3.3 die verschiedenen Konstruktionen der quadratischen
Nichtreste an einigen Beispielen verdeutlichen:

D p = a® + b? qg | n(p) | 2yp+1
61 61 = 5% + 62 a? —b?=-11 1| 7 16,6
349 | 349=52+182 |a>—-b®=-13-23 |13 | 7 38,4
1381 | 1381 =152 +342 | a®> -0 =—19-49 | 19 | 11 75,3

Tabelle 3.1: Nichtrest-Konstruktion von NAGELL fiir p = 5 mod 8

p |a®><p<(a+1)? g |n(p)|2yp+1
79 82 <79 < 92 p—a’=15=3-5| 3 3 18,8
599 | 242 < 599 < 252 p—a’=23 23 | 7 49,9
1559 | 39?2 < 1559 < 40?2 | L(p—a?) =19 |19 | 17 79,9

Tabelle 3.2: Nichtrest-Konstruktion von NAGELL fiir p = 7 mod 8
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p |a®<p<(a+1)? g |n(p)|2/p+1
43 62 < 43 < 72 %((a+1)2—p):3 3| 3 14,1
—~31[31| 5 44,2

1811 | 422 < 1811 < 432

467 | 212 < 467 <222 | L (( )
S((a+1)?-p)=19|19| 19 | 861

Tabelle 3.3: Nichtrest-Konstruktion von NAGELL fiir p = 3 mod 8

Man findet also recht einfach quadratische Nichtreste modulo p, aber nicht immer sehr kleine
quadratische Nichtreste.

3.2.2 Die Verschirfungen von NAGELL I

Anfang der fiinfziger Jahre vertffentlichte TRYGVE NAGELL in der skandinavischen Fachzeit-
schrift Arkiv for Matematik kurz hintereinander drei Arbeiten, in denen er teilweise verbesserte
Abschétzungen fiir n (p) darstellte. So verschérfte er 1950 die Abschédtzungen fiir jede Rest-
klasse modulo 8. Nur fiir die Primzahlen p = 3 mod 8 konnte das Ergebnis n (p) < 2,/p + 1
von 1923 nicht verbessert werden.

Satz
1. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 1, dann gilt n (p) < \/p.
2. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 5, dann gilt n (p) < /2p.
3. Ist p > 7 eine Primzahl der Form 8n — 1, dann gilt n (p) < +/2p — 1.

4. Ist p > 3 eine Primzahl der Form 8n + 3, dann existiert eine Primzahl ¢ = 3 mod 4,

q<2yp+1, sodap (g) = —1. Das heift n (p) < 2,/p + 1.
p
Fiir den Beweis benotigen wir die folgenden Lemmata, deren Beweis man in [Nagl| findet.

Lemma 1

Sei p eine Primzahl. Ist a € Z , mit g9T (a,p) = 1, dann ¢ibt es zwei ganze positive Zahlen

z < 4/pundy <./pmit
a-y==xx modp

fiir eines der beiden Vorzeichen.
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Lemma 2

Ist p eine Primzahl der Form 12t — 1, dann ¢ibt es zwei ganze positive Zahlen u und v, so daf

p=3-112—u2
mit
u<\/?-p, ’U<\/?'p
2 2
gilt.

Beweis des Satzes:

1. Sei a ein quadratischer Nichtrest modulo p. Dann gibt es nach Lemma 1 zwei ganze
Zahlen z und y, so daf
a-y =tz modp
-1
mit 0 < z < /p, 0 < y < /p und ggT (z,y) = 1. Auferdem ist (—) =1, da
p
p =1 mod 4. Damit ist

()= (5)-6)C)=-G)

Da —) bzw. (Q) nur die Werte —1, 1 annehmen kann, ist entweder z oder y ein
p p
quadratischer Nichtrest modulo p. Somit besitzt eine der beiden Zahlen einen Primteiler

q, der ebenfalls quadratischer Nichtrest ist. Da ¢ < ,/p, haben wir die Behauptung
bewiesen.

2. Wurde bereits in 3.2.1 bewiesen.

3. Dap=—-1mod8, ist p=—1, 7 mod 24. Fiir p =7 mod 24 gilt

3 pz31110d4_(g> p=imods (1 _
) 3/ 3)

also ist fiir diese Primzahlen 3 ein quadratischer Nichtrest. Daher geniigt es, die Aussage

fir p = —1 mod 24 zu zeigen. Nach Lemma 2 gibt es positive ganze Zahlen u und v,
/1 /1
u < 3 , U< 3 , so dafs
p=3- v — 2.
Aus

3-(1}2—u2):p—2-u2>p—2-1/%-p:0
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folgt v2 — u? > 0 und, da u,v positiv sind, auch v > u.

AufRerdem gilt
(M) _ <—_2) _ (—_1> . (2) _
p p p p
———r N

=1 =1

- (3- (v2p— u2)> _ <v2;u2> ’
(g) p=3mod4 (g) p=2mods (;) 1

und damit

Somit ist v —u?

q besitzt, der ebenfalls quadratischer Nichtrest ist. Fiir ¢ gilt die Ungleichung
1 1
qu—I—uS\‘ EPJ‘F\‘ i'pJ—:l(\/Qp—l,

was wir beweisen wollten.

4. Wurde bereits in 3.2.1 bewiesen.

3.2.3 Die Verschirfungen von NAGELL IT

33

ein quadratischer Nichtrest modulo p, der mindestens einen Primteiler

Fiir die Félle p = 1 mod 8 und p = 7 mod 8 konnte NAGELL im Jahre 1951 die ein Jahr vorher

ver6ffentlichten Abschétzungen nochmals verbessern.

Wir wollen jedoch zunéchst folgendes Lemma beweisen, das wir im folgenden bend&tigen wer-

den.

Lemma

Fiir alle Primzahlen p > 3 gilt n (p) < p.

Beweis:

Wir nehmen an, es gibe eine Primzahl p mit n(p) > p > 3 und fithren diese Aussage zum

Widerspruch. Teilt man nun n (p) durch p, so findet man k,r € N, so dafs
n(p)=k-p+r

gilt, mit 0 < 7 < p < n(p). Somit wire

(- (2522)- ()

Da r < n(p), kann r keine ungerade Primzahl sein und es muf daher

r=2M.q
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mit ungeraden Zahlen m,u € N gelten. Dabei muf (g) = —1 sein und u darf nur Primteiler
besitzen, die quadratische Reste modulo p sind. P
Nun betrachten wir die Zahlen

n(p)—2=k-p+(r—2) und (r—2)=2-02""'-u—1).

Angenommen es wiirde m > 1 gelten, dann wire 27! - u — 1 < n (p) ungerade und damit ein

2
quadratischer Rest modulo p. Da (—) = —1 gelten muf, wiirde
p

<r;2> _ (2-(2m—;-u—1)) _

gelten, also wére r — 2 ein Nichtrest. Andererseits ist aber

() (229)-(52)

was einen Widerspruch liefert.

Also muft m = 1 und damit r = 2 - u sein. Damit waren

u—2<n(p) und n(p)—4=k-p+2-(u—2)<n(p)

2
ungerade und quadratische Reste modulo p. Mit (—) = —1 erhédlt man jedoch
p

(9 (25-2)

und damit einen Widerspruch. Daher ist die zu Beginn gemachte Annahme falsch und die
Behauptung bewiesen. O

Satz

1
1. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 1, dann gilt n (p) < 4/ 3 (p+1).

2. Ist p eine Primzahl der Form 8n + 7 mit p # 7, 23, dann gilt n (p) < v/p — 6.
Beweis:

1. Zunéchst dividieren wir p durch 2 - n (p) und erhalten
mit s € Z,0 < s < n(p) — 2. Nach dem vorherigen Lemma gilt n (p) < p und damit

-1
k > 1. Es ist s ein quadratischer Rest modulo p und mit [ — )} =1 ist
p

=()=(5)-6) () 6) -6

=1
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Somit ist k quadratischer Nichtrest, also k& > n (p), und damit erhilt man die Unglei-

chung
p>2-n(p)* —n(p)+2.

Daraus ergibt sich

1 1
n(p)S1+Z'\/8p—15.

Wir wollen jedoch dieses Ergebnis noch verbessern und

n(p) < “(p+1)

N

zeigen. Da n (17) = 3, gilt diese Ungleichung fiir p = 17 und damit fiir alle Primzahlen
p > 17, fiir die n (p) = 3 ist. Daher konnen wir n (p) > 5 voraussetzen.
Wir setzen

p=2-n(p)>—n(p)+2+2-aq, (3.3)

wobei a € Z, a > 0 gilt. Durch Umformen erhalten wir

p—(2-a+3)-n(p) = 2-n® —-4-n@) -2-a-n(+2+2-a
2:-(n(p)=1)-(n(p) —1-a).

1
Angenommen, es gilt a < 3 (n(p) —5),dann ist 2-a+3 < n(p)—2. Also ist 2-a+3 ein
quadratischer Rest und (2-a + 3) - n (p) ein quadratischer Nichtrest modulo p. Damit

und mit (_—1) =1 erhalt man
b

1 = ((2-a+3)-n(p)) _ (p_(2'0+3)-’n(p))

p p
- (2) (20 (1)
p p p
N~ - ~~ 7 - ~ >
= 1,
1
was jedoch einen Widerspruch liefert. Daher muf a > R (n (p) — 3) gelten. Damit erhalt

man aus (3.3)

)’ —np) +2+n(p) -3
(p)? -1

und schlieRlich die gewiinschte Ungleichung

n(p) <4/5-(p+1).

2. Wir teilen p durch n (p) und erhalten

2.n
2:n

N —

p:n(p)k—T,
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wobei r € Z,0 < r < n(p) — 1. Somit ist r ein quadratischer Rest modulo p. Wegen
des vorherigen Lemmas gilt wieder £ > 1. Damit ergibt sich

=)= 05 (57) - 6)=0)
p p p p p)’
also muf k ein quadratischer Nichtrest sein, d.h. es gilt k& > n (p). Somit ist
p2n(p)?®—n(p)+1

und man erhalt 11
n (p) < §+§'\/4P—3-

Wir setzen nun p > 23 voraus und wollen das Egebnis verbessern. Wir setzen
p=n({p)’-n) +1+a, (3.4)

wobei a > 0. Dann ist

p—(a+3) = n(p)’—n(p) -2
(

1
Wegen 3 (n(p)+1) < n(p) und (n(p) —2) < n(p), sind diese Zahlen quadratische
Reste modulo p und man erhélt

=52) - ()5)

3
also mufs (a + ) —1 und damit a + 3 ein quadratischer Nichtrest modulo p sein.
Dann ist a + 3 > n (p) und mit (3.4) folgt
p > n(@)’-np+1+n(p) -3
< p > n (p)2 - 2.
Nun setzen wir
p=n({p)?’—2+b (3.6)
und unterscheiden zwei Fille.
Ist b > 0, dann ist
p—(b—-1) = n@f—l
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1
Da 3 (n(p)+1) <n(p) und (n(p) — 1) < n(p), sind diese Zahlen wieder quadratische

Reste und wie in (3.5) ergibt sich, daf b — 1 ein quadratischer Nichtrest modulo p ist.
Also folgt mit b — 1 > n (p) und (3.6)

n(p)®—2+n(p)+1
n(p)? +n(p) — 1. (3.7)

p

>
= p >

Fir b = 0 erhalten wir

p—7 = n(p’ -9
= (n(p)+3)-(n(p) -3). (3.8)

1
Wegen 3 (n(p) +3) < n(p) ist diese Zahl und damit auch die rechte Seite von (3.7) ein
quadratischer Rest modulo p. Aus

()~ () () -0

=—1

folgt, dak 7 quadratischer Nichtrest modulo p ist, also n (p) < 7. Aus (3.6) folgt damit
p=n(p)?> —2 < 47. Dan (47) = 5, gilt die Gleichung (3.8) nur fiir die Primzahlen p = 7

und p = 23.
Somit erhélt man aus (3.7), daf fiir alle Primzahlen p = —1 mod 8, p # 7, 23 gilt
1 1
n(p) < —3t35" V4p +5.
.. a1 . 1 1 o
Fiir p > 55 gilt die Ungleichung —3 + 3 \/ dp+5 < \/ p — 6 und damit die Behaup-

tung. Fiir p = 31, 47 ist
n(31) = 3<+V25
n(47) = 5<V41

und damit haben wir die Behauptung bewiesen. O

In seiner Arbeit bemerkt NAGELL, dafs man mit dhnlichen Methoden auch die beiden folgenden
Aussagen beweisen kann, einen konkreten Beweis gibt er jedoch nicht an:

Ist p eine Primzahl mit p =5 mod 8, dann gilt n (p) < \/p, aufer fir p=>5, 13, 109.
Ist p eine Primzahl mit p =3 mod 8, dann gilt n (p) < \/p + 4, aufer fir p = 131.

3.3 Satz von REDEI

Auf NAGELLS Arbeit aufbauend vertffentlichte L. REDEI im Jahre 1953 in der Zeitschrift
Acta Scientiarum Mathematicarum einen Artikel, in dem er die Abschétzungen von NAGELL
leicht verschérfte.
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Satz

Fiir jede ungerade Primzahl

p#£3,57,11,13,23,59,109, 131 (3.9)

gibt es eine ungerade Primzahl g < \/p mit (g) = —1.
p

Beweis:

Da die Aussage fiir die Primzahlen p = 1 mod 8 schon von NAGELL bewiesen wurde, geben
wir nur den Beweis fiir die Primzahlen p =3, 5, 7 mod 8 an.

Daf die Zahlen in (3.9) wirklich Ausnahmefille sind, zeigt uns Tabelle 3.4.

p | q||vp]
3 5] 1
5 (3] 2
7 3] 2
11 7 3
13 5 3
23 [ 5| 4
50 | 11| 7
109 | 11 10
131 | 17 11

Tabelle 3.4: Primzahlausnahmen von REDEI

Im folgenden nehmen wir schon an, daf (3.9) gilt.

Sei nun e die grofte ganze Zahl < \/p. Da /p ¢ Z, gilt einerseits e = |/p|, andererseits auch
e<yp<e+1, also e? <p< (e+1)% Daraus folgt 0 < p—e? < 2-e+ 1. Aus der rechten
Ungleichung erhalten wir p —e? < 2-e. Fiir p—e®> =2-e ist p=e- (e + 2), was jedoch nur
fiir e = 1, also p = 3 mdoglich ist. Da dieser Fall aber in (3.9) ausgeschlossen wird, muf
p — e < 2- e gelten. Daraus ergibt sich also insgesamt

0<p—e*<2-e. (3.10)

Wegen (3.9) ist
e> 4. (3.11)

Nun geniigt es zu zeigen, daf sich unter den ungeraden Zahlen
1,3, 5,..., (<e) (3.12)

ein quadratischer Nichtrest mod p befindet, da dieser dann mindestens einen ungeraden Prim-
teiler besitzt, der ebenfalls quadratischer Nichtrest mod p ist.

Dazu nehmen wir nun an, daf alle Zahlen in (3.12) quadratische Reste mod p sind und fithren
diese Annahme dann in jedem der Fille p = 3, 5, 7 mod 8 zu einem Widerspruch.
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Fall1: p=7mod 8

Wir bezeichnen mit P, Q) zwei Zahlen, die gleich einem Produkt von je zwei Zahlen aus

1, 2,..., e

-1
sind. Es geniigt zu zeigen, daf ein Paar P, QQ mit P+ () = p existiert, denn wegen (—) =-1
p

gilt dann
(5) _ (ﬂ) _ <—_Q> _ <—_1) . (Q) __ (9)
b b b b b b
P P
Also ist entweder E = —1 oder (%) = —1. Wir nehmen 0.B.d.A. ; = —1 an. Ist nun

P ungerade, hat P mindestens einen ungeraden Primteiler, der quadratischer Nichtrest mod p
ist und wir sind fertig. Ist P gerade, dann ist

()-(5)-6)6) -

2
mit £ > 1 und u < e, u ungerade. Wegen (—) =1 folgt (E> = —1 und wir haben un-
b p

ter den Zahlen in (3.12) einen quadratischen Nichtrest gefunden, was uns den gewiinschten
Widerspruch liefert.

Wir unterscheiden nun die folgenden Félle:

Fall 24 e:

2
Wegen (3.10) ist % < e und daher erfiillen

2

P=¢® und Q:2-p_26

die oben genannten Bedingungen.
Fiir den Fall 2 | e gilt e > 8. Denn sonst wére wegen (3.11) entweder e = 4 und damit p = 23,
was aber wegen (3.9) nicht sein kann, oder e = 6 und p = 47, wobei aber (%) = —1 einen
Widerspruch zur Annahme liefert.
Ist e = 0 mod 2, dann gilt
p—(e—1)-(e=3) = p—(e®—4de+3)=4d+e’—4
= 0 mod 4. (3.13)

Wir unterscheiden nun zwei weitere Falle.

Fall2|e,8|p—(e—1)-(e—3):
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Ein geeignetes Paar ist

P=(e—1)-(e—3) und st-’%,

p_

P
da der Faktor ganz ist und wegen (3.10)

—(e—1)-(e—3 —e?+4e—-3 6e—3
p—(e-1)-(e~3) p-e+de-3 Ge-3

8 8 8

gilt.

Fall2 |e,81p—(e—1)-(e—3):

Wegen p — (e — 1) - (e — 3) # 0 mod 8 und (3.13) ist p — (e — 1) - (¢ — 3) =4 mod 8 und man
erhélt

p—(e=3)-(e=5) = p—(e-1)-(e=3)—4-(e—3)

=4 mod 8
= (0 mod 8.
Gilt nun sogar
16| p—(e—3)-(e—5), (3.14)
dann ist
- P
P=(e—3)-(e—5) und Qzlﬁ-pT
. 10e — 15 .

ein passendes Paar, da nach (3.10) der letzte Faktor < —16 < e ist.

Ist die Bedingung (3.14) falsch, dann gilt wegen p — (e — 3) - (e — 5) = 0 mod 8 die Kongruenz
p—(e—3)-(e—5) =8 mod 16 und damit
p—(e—1)-(e—=7 = p—(e—3)-(e—5)+8
= 0 mod 16.

Damit geniigt das Paar

p— e -p—_P
P=(e—1)-(e—7) und Q=16 16

den Anforderungen, da der letzte Faktor wie oben < e ist.

Fall2: p=3 mod 8

In diesem Falle wollen wir eine ungerade ganze Zahl N mit 0 < N < e finden, fiir die
N

(—) = —1 gilt. Dafiir werden wir N in der Form
p

U-v—p p—u-v
N=omri.q oder N=oorm =
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angeben, wobei k, I =0, 1 und u, v = 1, 3, 5,... gelten soll. Da p = 3 mod 8§, haben wir

-1 2
(7> = (5) = —1 und nach unserer Annahme, daf alle Zahlen in (3.12) quadratische Reste

sind, gilt (§) = 1. Dann ist
p

(=52 -
(=24 () -

Auflerdem schrinken wir u, v durch
U v
—1=(- 3.17
(P ) (p) ( )

u=v oder u,v<e oder u<e, v<3e 3|v

und

ein, indem wir fiir

Il
/~
SRS
~—

Il

=

u
sorgen. In den letzteren beiden Féllen gilt dann wegen unserer Annahme sogar (—>
p

Mit (3.15), (3.16) und (3.17) erhalten wir dann

wirrar (2L (e (23 o
U »p N ( p ) r ) p
- (57)=05)-6) ()=
p p p p

u-v—p
22k+1,3l — _1
p
folgt. Auferdem gilt auch

Brun N (92 g ouwn\ (o2 gl pouy

(5%) = C5) (57)- (5
- (5 (5 ()-6)-6) -

p p p p p

N
p

woraus

Somit gilt fiir die gewdhlte Darstellung von N in jedem Fall ( ) = —1. Wir unterscheiden

nun mehrere Falle.

Fall 2 | e:

Wir wihlen )
(e+1)"—p

N=——-—""—-
2 bl
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also u = v = e + 1. Offensichtlich ist N € Z und N > 0. Wegen (3.10) gilt auferdem

1 1
N = (62+2-6+1—p)<§(2-6+1)=6+—,

2

N =

also NV < e und damit sind alle Bedingungen an N erfiillt.
Fall4|e—1:
Fiir u = e und v = e — 2 betrachten wir

_p—e-(e—2)
N= 4

Mit (3.10) ist
1 9 e 1 9 1
N:—(p—e —|—2-e) >—->0 und N=—(p—e +2-e) <--:4.-e=e,
4 2 4 4
womit wieder alle an N gestellten Forderungen erfiillt sind.
Es bleibt noch der Fall 4 | e + 1, den wir in weitere Fille untergliedern werden.
Fall4|e+1, 3|

Wir nehmen zunéchst
e>18 (3.18)

an und betrachten die Zahlen

a:e-(e-l-ﬁ)—p and b:(e—G)-(e+12)—p.

8 8

Es ist
a=b+9.

Die Zahlen a, b sind ganz, denn aus e+ 1=4-k, also e =4-k — 1 folgt

e-(e+6)—p = (4-k—1)-(4-k+5)—p=16-k>+16-k—5—p
3—p=0mod8

und damit ¢ € Z. Aus a = b+ 9 folgt schliefslich auch b € Z. Auferdem ergibt sich aus
a = b+ 9, dak eine der beiden Zahlen ungerade ist. Zudem liegen beide zwischen 0 und e,
denn aus (3.10) und (3.18) folgt

1 1

und 1 6
b<a:§(62+6-e—p)<Te<e.

Somit ist a oder b eine passende Zahl N.

Gilt (3.18) nicht, dann kommt wegen e > 4 nur e = 15 und damit p = 227 und p = 251 in

11
Betracht. Wegen (22—7) = —1 und (25—1> = —1 scheiden diese Fille jedoch auch aus.
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Fall4|e+1,3]e—1:

Diesmal nehmen wir

e > 40 (3.19)
an. Wir betrachten die vier Zahlen
a_p—(e—4)-(e-|—2) b_p—(e—12)-(e+2)
N 16 ’ - 16 ’
c_p—(e—22)-(e+20) d_p—(e—16)-(e+14)
N 16 ’ N 16
mit
e+ 1 1 1
p— —_ pr— 2 p— ]_ —.
b=a+ 2 +2, c=a+27, d=a+ 3+2

Es ist wieder e =4 - kK — 1 und damit

p—(e—4)-(e+2) = p—(4-k—5)-4-k+1)=p—16-k>+16-k+5
= p+5=3+5=0mod8.

1
Somit ist der Zahler von a durch 8 teilbar, also a € EZ’ was bedeutet, dafs a entweder ganz-
zahlig ist, oder den Nenner 2 hat.

Fiir a € Z gilt auch ¢ € Z und ¢ = a + 1 mod 2, weshalb eine der beiden Zahlen a oder c
ungerade und ganzzahlig sein mufk.

1
€ Z folgt daraus b,d € Z. Dad —b =

13 —2-k =1 mod 2, muf entweder b oder d ungerade und ganzzahlig sein.

Die kleinste dieser Zahlen ist a, die grofte ist b oder ¢. Nach (3.10) und (3.19) gilt

Ist @ € Z, dann hat a den Nenner 2 und wegen €

1 2 1
= — — 2. — (2 -
a 16(p e’ + e+8)>16( e+8) >0,
1 2 1
1 1
c = E(p—62—|—26+440)<E(46+440)<e

Damit liegen die Zahlen a, b, ¢, d zwischen 0 und e und daher ist die ungerade ganze Zahl
unter a, b, ¢, d eine passende Zahl N.

Wenn (3.19) nicht gilt, kommen nur e = 7, 19, 31 und damit p = 59, 379, 971, 1019 in
Frage. Wegen (3.9) scheidet p = 59 aus. Fiir die iibrigen erhalten wir durch

B\ _ (U _(7\_ |
379) \9r1) \1019)
den gewiinschten Widerspruch.

Fall4|e+1,3 e+ 1:

Nun nehmen wir

e> 30 (3.20)
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an und betrachten die Zahlen

p—(e—30)-(e—4) p—(e—24)- (e —10)

“= 48 b= 48 ’
C_p—(e—18)-(e—16) d_p—(e—12)-(e—22)
- 48 ’ B 48 '

Nach unserer Annahme gilt (g) = 1. Mit p = 3 mod 4 und dem quadratischen Rezipro-

3
zitdtsgesetz folgt daraus (13—)) =— |- ) = -1, was sofort p = 2 mod 3 impliziert. Mit dem

chinesischen Restsatz folgt schlieflich p = 11 mod 24.
Es gilt e + 1 = 0 mod 12, also konnen wir e = 12 - kK — 1 schreiben und erhalten damit
p—(e—30)-(e—4) = p—(12-k-31)-(12-k-5)=p—(12-k—-7)-(12-k - 5)
= p—144-k*+144-k —35=11 — 11 = 0 mod 24.
Somit ist der Z&hler von a durch 24 teilbar und es gilt wieder a € %Z.
Wegen

1 1
b:a—3-|—§, c:a—4-|—§, d=a—3,

folgt dhnlich wie im vorherigen Fall, daf eine der vier Zahlen eine ungerade ganze Zahl ist. Sie
ist eine passende Zahl N, wenn sie zwischen 0 und e liegt. Dies gilt in der Tat wegen (3.10)
und (3.20), da

CL:%(])—€2+34-6—120) <%(36-e—120) <e.
Ist e < 30, kommen e = 11, 23, also p = 131, 139, 547, 563, 571 in Betracht. Wegen (3.9)
scheidet p = 131 aus, die iibrigen Fille fallen weg wegen

BN (B N_ (BN (3 ) 4
139)  \»547) \563) \571)
Fall 3: p=5mod 8

-1
Wegen p = 1 mod 4 gilt (—) =1 und deshalb geniigt es, eine ungerade ganze Zahl N
p

N
zu finden mit —e < N < e und [ — ) = —1. Dieser Fall wird dem vorherigen sehr &hnlich,

allerdings vereinfachen wir ihn dadurch, daf wir N in der Form

_p—u-v
N = 92k+1

) 22k+1
angeben kénnen, wobei fiir k, u, v dasselbe gilt wie vorher. Da <—> = —1,ist ( ) =-1
p p

und damit
N (2%1)_ b _(p—u-v)
b b b b
SOXOKER
p b b
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pP—u-v
N = 22k+1 - 1.
p

Wir unterscheiden wieder verschiedene Fille.

also gilt

Fall2te, 3 | e:
Wir setzen
e>10 (3.21)
voraus und wihlen
p—(e—4)-(e+6)
N = 5 }

Esistalsou =e—4und v = e+6. Wegen 2 { e gilt u = v = 1 mod 2, auferdem gilt 1 <u < e,
1 < w. Aus der Voraussetzung e = 0 mod 3 folgt v = 0 mod 3 und v = e+ 6 < 3 - e. Damit
sind die Bedingungen an u und v erfiillt.

Aus (3.10) folgt

1 1
N = E(p—62—2-6+24)>§(—2‘6+24)>_e’

N < 12, N<l11<e.
Also ist N wegen —e < N < e eine passende Zahl.

Gilt (3.21) nicht, bleibt wegen (3.11) noch e = 9. Da aber zwischen 81 und 100 keine Primzahl
p =5 mod 8 liegt, scheidet dieser Fall aus.

Fall21e, 3] e—1:
Die Zahl 5
N:p—e-2(e+ )

erfiillt unsere Voraussetzungen, da wegen (3.10)

N = (p—62—26)>—6 und N = (p—62—26)<0

DN | =
N —

gilt.
Fall2te, 3| e+ 1:

Eine passende Zahl ist diesmal

denn aus (3.10) und (3.11) folgt

1
N = (p—€2—26+8)>§(—26+8)>—e und N <4<e.

N —

Fall2|e, 3 ]e:
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Wir betrachten die Zahl
p—(e—3)-(e+3)

2

N — 2

Wegen (3.10) und e > 4 gilt N = (p —e+ 9) > g > —e. Ist N < e falsch,soist N >e+1

und damit

p>e’+2-e—T. (3.22)
Aus (3.10) folgt e? < p < e? +2-e.Dae? +2-e=4+4 = 0 mod 8, miite wegen p = 5 mod 8
und (3.22)

p=e¢’+2-e—3

gelten. Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn wegen e®> +2-e —3 = (e — 1) - (e + 3) kann die
rechte Seite keine Primzahl sein. Somit muf N < e gelten und wir haben ein passendes N
gefunden.

Fall2 |e, 3| e+ 1:
Offenbar ist

eine passende Zahl. ?
Fall2 |e,3|e—1:
Wir setzen
e>15 (3.23)
und betrachten die Zahlen
a:p—(e—;)-(e+5) und b:p—(e—lé)-(€+17)_

Wegen e2=2-e=6-e=0, 4 mod 8 ist
p—(e—T7)-(e+5) =p—e*+2-e+35=0mod 8

und
p—(e—11)-(e+17) =p—e* —6-e+ 187 = 0 mod 8,

also sind beide Zahlen ganz. Da
b=a—-e+19, (3.24)

ist eine der beiden Zahlen ungerade. Auferdem ist nach (3.10), (3.23) und (3.24)

a >0, b>—e

und
1 9 1
o = g(p_e +2-e+35)<§(4-e+35)<€,
1 1
b — g(p—e2—6-e+187)<§(—4'6+187)<e'

Somit haben wir ein passendes N gefunden.

Ist e > 15 falsch, kommen nur e = 4, 10 und damit p = 101, 109 in Betracht. Dabei ist

101
haben wir den Satz bewiesen. O

3
p = 109 wegen (3.9) nicht moglich und wegen <—> = —1 scheidet auch p = 101 aus. Damit
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3.4 Satz von STOLT

Ein Jahr spéter, 1954, verbessert BENGT STOLT die Aussage von REDEI und publiziert in
seiner Arbeit den folgenden Satz, dessen Beweis sich sehr an dem von REDEI orientiert.

Satz

Wenn p eine Primzahl =5 mod 8 ist, besteht die Ungleichung

w) < (2)7

aufer fur p=>5,13,37,61,109.
Beweis:

In einer kleinen Tabelle wollen wir zunéchst wieder zeigen, dafs der Satz fiir p = 5,13, 37,61, 109
nicht gilt.

nip) ] [(2)}
5 3 1
13 5 2
37 5 4
61 7 5
109 11 7

Tabelle 3.5: Primzahlausnahmen von STOLT

Wir bezeichnen mit e die grofite natiirliche Zahl < \/g . Wegen \/g ¢ Zist dann e < \/g <e+1,
also 2-e2 < p < 2- (e+ 1)%. Daraus erhalten wir schlieRlich
0<p—2-e<4-e+2. (3.25)

Es ist
e > 5,

29
denn fiir e < 5 ist p = 29 die einzige Primzahl fiir die der Satz wegen n (29) = 3 < 4/ 5~ 3,81
gilt.
Wir wéhlen nun
! !/
u-v p—u v
=270 ynd p=200
a 3 un g
mit

0<l|a]<e, 0<|b<e, a—bungerade.
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Auferdem soll
u=3-u; und o =3-u}

sowie
v, v"<e oder v=3-vy, v <e oder v=3-v1, v =3 -]

gelten, wobei uy, u}, vi, v] ganze positive ungerade Zahlen < e sind.

-1 2
Wegen (—) =1 und (—) = —1 gilt dann
p p

(5) - ) () - ) - () - ()
060

R CORCROTONGED
und analog ) (,,_;> ) (g) _ (%) . (%)

Y S (O)(5) (2) = (49 (%)

p p p p p p
Somit muf sowohl mindestens eine der Zahlen a, 3, u1, v, v; als auch mindestens eine der
Zahlen b, 3, ul, v', v ein ungerader quadratischer Nichtrest sein und einen ungeraden Prim-
teiler besitzen, der ebenfalls quadratischer Nichtrest modulo p ist. Also gibt es unter den

Zahlen
1’ 37 57"" (Se)

mindestens einen quadratischen Nichtrest modulo p.

Daf solche Zahlen ui, u}, v, v/, a, b existieren, zeigen wir in Tabelle 3.6. Wir unterscheiden
24 Fille. Dabei stellen wir drei Bedingungen an e. Die Bedingung in der linken Spalte sorgt
dafiir, daf u, u’, v, v = 0 mod 3 und folglich uy, u}, v1, v] ganzzahlig sind. Die mittlere
Bedingung ist notwendig, damit a, b = 0 mod 8 und somit a, b € Z gilt. Aus der rechten
Bedingung erhalten wir 0 < |a|, |b|] < e sowie u, v/, v, v' < 3-eund damit uy, u}, v1, v] <e.

Da die Zahlen a und b an so viele Bedingungen gebunden sind, muf man fiir jeden Fall priifen,
ob auch alle gestellten Forderungen wirklich erfiillt sind. Dabei wollen wir einen Fall genauer
erldutern. Fiir den Fall 3| e+ 1, e = 1 mod 8 gibt STOLT in seiner Originalarbeit die Zahlen

azp—(2-e—é¥))-(e+10) and b:p—(2-e+85)-(e—4)
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an. Wegen p — (2-e+5)-(e—4) =5—7-5 = 1mod 8 ist jedoch b ¢ Z. Daher geben wir
fiir diesen Fall eigene Werte fiir @ und b an und zeigen, daf sie die geforderten Bedingungen
erfiillen.

Wir wahlen fiir e > 82 die ganzen Zahlen

a:p—(2-e—1)-(e—|—4) und b:p—(2-e—|—29)-(e—l4)

8 8
mitu=2-e—1,v=e+4,u =2-¢+29 und v' = e —14. Da e = —1 mod 3, sind die
Bedingungen an u, u' erfiillt. Fiir v, v’ gilt v < 3-e, v = 0 mod 3 und v' < e, was auch

unseren Forderungen entspricht.

Wegen (3.25) und e > 82 gilt

1 1 1
azg(p—2-62—7-e+4)<§(—3-e+6)§e und a>§(—7-e—|—4)2—e,
sowie
1 ) 1 1
b:§(p—2-e —e+406)<§(3-e+408)§e und b>§(—e+406)2—e.
SchlieRlich gilt noch
. 1
a—b=-3 L —50=1mod?2

und damit haben wir passende Zahlen a, b gefunden, die uns einen gewiinschten quadratischen
Nichtrest < e liefern.

In Tabelle 3.7 betrachten wir die Ausnahmewerte fiir e, die sich in Tabelle 3.6 ergeben. Fiir
Primzahlen p = 13 mod 40 und p = 37 mod 40 erhalten wir

3 5 2 .
(E) = (§> = <§> = —1, fiir p =13 mod 40,

(_) = -1, fiir p = 37 mod 40.

Da also 5 quadratischer Nichtrest ist und e > 5, gilt der Satz fiir diese Primzahlen. Daher
geniigt es, in Tabelle 3.7 die Giiltigkeit des Satzes fiir die Primzahlen p = 21 mod 40 und
p = 29 mod 40 zu zeigen. Dabei sehen wir auch, daf p = 61 und p = 109 Ausnahmefille sind.
Damit ist der Satz bewiesen. O
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Bedingungen fiir e a, beZ a—1b Ausnahmen fiir e
3| e, e=0mod8 e>9 a=3[p—(2¢+3)(e—1)],
b=1[p—(2e+9) (e —3)] a—b=3%e-3
3]e, e =2 mod 8§, e>9 az%[pf 2e —3) - (e+3)],
b=1lp—(2+9)-(e—1)] a—b=1e
3e, e=4mod8 e>71 | a=1[p—(26—15)-(e+9)],
b=1[p—(2¢+33)-(e—15)] a—b=—45 12, 36, 60
3 e, e=6mod8 e>34 | a=g[p—(2+27)(e—11)],
b=1[p—(2¢+15)-(e—7)] a—b=—-1le+24 6, 30
3le+l, e=0mod8 e>98 a=3%[p—(2e+5)(e+1)],
b=1Llp— (2 43)- (e +25)] a—b=—135 8, 32, 56, 80
3le+l, e=2mod8 e>51 a=3p—(2¢—7)-(e+1)],
b=1[p—(2e+23)-(e—11)] | a—b=—-342—-25 26, 50
3le+1l, e=4mod8, e>18 a:%[p—(26+5)-( -3)],
b=1[p— (2e+17) - (e—17)] a—b=1e—13
3le+1l, e=6mod8 e>5 a=%[p—(2e—1)-(e+1)],
b=1[p—(2e+5) (e —1)] a—b=22
3le—1, e=0mod8, e>37 | a=1i[p (2e+13) (e T7)],
b=4lp—(2e+7)-(e—5)] a—b=—-%e+7 16
3le—1, e=2mod8, e>13 a:%[p—(2e+13)-(e—5)],
b=glp— (2e+7)-(e—3)] a—b=-2+45 10
3le—1, e=4mod8, e>13 | a=g[p—(2e+13)-(e—3)],
b=1p—(2+7)-(e—1)] a—b=—-1e+4
3le—1, e=6mod8, e>91 | a=Ll[p—(2—5)-(e+5)],
b=1lp (2e+43)- (e~ 19)] a—b=-99 22, 46, 70
3 e, e=1mod8 e>15 a=%[p—(2¢+9)(e—2),
b=1[p—(2e+15)-(e—4)] a—b=21 -5 9
3e, e=3mod8 e>101 | a=1[p—(2—9) (e+6)],
b=1[p—(2¢+39)-(e—18)] a—b=—81 27, 51, 75, 99
3|e, e=5mod8 e>49 | a=g[p—(2e—21)-(e+12)],
b=3%[p— (2¢+27) (e — 12)] a—b=-9 21, 45
3| e, e=7mod8, e>15 | a=g[p— (2e+15) (e —6)],
b=1lp—(2+3)-(e—2)] a—b=—-<1
3le+1, e=1mod8, e>38 | a=2i[p—(2e—1)-(e+4)],
b=1lp (2¢+29)-(e—14)] | a—b=—2¢ 50 17, 41, 65
3le+1, e=3mod8, e>22 |a=g[p—(2e—13)-(e+10)],
b=3[p—(2e+11)-(e—6)] a—b=—-e+38 11
3le+1, e=5mod8, e>11 | a=3[p—(2e+11)-(e—4)],
b=%[p—(2+5)-(e—2)] a—b=-1+4 5
3le+1l, e=T7mod8, e>11 | a=3[p—(2e+11)-(e—2)],
=1p—(2+5)-¢ a—b=-2242
3le—1, e=1mod8 e>10 a=3%[p—(2e+7)(e—4)],
b=1[p—(2e+1)-(e—2)] a—b=-21+43
3le—1, e=3mod8, e>19 | a=¢[p—(2e+19) (e—6)],
b=1[p—(2e+7) (e —2)] a—b=—-51
3le—1, e=5mod8, e>7 a=g[p—(2e+1)(e+2)],
b=1L1lp—(2e+7) € a—b=<2
3le—1, e=7mod8, e>66 | a=%i[p—(2e—11)-(e+8)],
b="L[p—(2¢+37)- (e —16)] a—b=—63 7, 31, 55

Tabelle 3.6: Fallunterscheidungen zum Beweis von STOLT
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Ot
—_

22 <p<2(e+1)

3

~—

51

5202 < p < 5408

5261
5309
5381

55

6050 < p < 6272

6101
6221
6229
6269

56

6272 < p < 6498

6301
6489
6421
6469

—_
OJ\]W\IWOJWWOJ%\

[usy
[y

13

60

7200 < p < 7442

7229
7309
7349

65

8450 < p < 8712

8461
8501
8581
8629
8669

70

9800 < p < 10082

9829
9901
8841
9949
10061
10069

75

11250 < p < 11552

11261
11549

e | 222 <p<2(e+1) p n (p)
5 50<p<T2 61 7
6 72 <p<98 -
7 98 < p <128 101 3
109 11
8 128 < p < 162 149 3
9 162 < p < 200 181 7
10 200 < p < 242 229 7
11 242 < p < 288 269 7
12 288 < p < 338 -
16 512 < p < 578 541 11
17 578 < p < 648 -
21 882 < p < 968 941 3
22 968 < p < 1058 1021 7
26 1352 < p < 1458 1381 11
1429 11
27 1458 < p < 1568 1549 13
30 1800 < p < 1922 1861 7
1901 3
31 1922 < p < 2048 1949 3
2029 7
32 2048 < p < 2178 2069 3
2141 3
36 2592 < p < 2738 2621 3
41 3362 < p < 3528 3389 3
3461 3
3469 13
45 | 4050 <p <4232 | 4229 | 3
46 4232 < p < 4418 4261 7
4349 3
50 5000 < p < 5202 5021 3
5101 7
5189 3

80

12800 < p < 13122

12821
12829
12941
13109

99

19602 < p < 20000

19661
19709
19861
19949

W W W W N WWw Wiy w

[usy
[y

w

Tabelle 3.7: Ausnahmewerte fiir e im Beweis von STOLT

3.5 Satz von NIVEN-ZUCKERMAN-MONTGOMERY

Ahnlich zu NAGELLS Abschiitzungen ist die folgende Abschitzung von IVAN NIVEN, HERBERT
S. ZUCKERMAN und HUGH L. MONTGOMERY aus dem Jahr 1991, die man in dem Buch “An
Introduction to The Theory of Numbers” (vgl. [Niv/Zuc/Mon]|) findet. Erstaunlich dabei ist,
da® sich die Aussage sehr kurz und mit einfachen elementaren Mitteln beweisen 1&Rt.
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Satz

Sei p € P eine ungerade Primzahl und n* (p) der kleinste positive quadratische Nichtrest
modulo p. Dann gilt

n* (p) <1+ +/p.

Beweis:

Sei m die kleinste positive Zahl fiir die

m-n*(p) >p

gilt. Dann ist natiirlich (m — 1) - n* (p) < p, woraus man 0 < m - n* (p) — p < n* (p) erhilt.
Daher ist m - n* (p) — p ein quadratischer Rest modulo p und es gilt

(m-n*(p)—p) _q
p

Das liefert sofort

~() -

Da n* (p) der kleinste quadratische Nichtrest ist, gilt m > n* (p) und man erhélt die Unglei-
chung

(n* (p) — 1)* < (n* (p) = 1) - n* (p) < (m — 1) - n* (p) < p.

Wurzelziehen und Auflésen nach n* (p) liefert das gewiinschte Ergebnis

n*(p) <+p+1.

3.6 Satz von WEDENIWSKI

In seiner Dissertation [Wed] gibt SEBASTIAN WEDENIWSKI einen elementaren Beweis zu einer
etwas besseren Abschéitzung an. Er betrachtet jedoch nicht Primzahlen und ihre kleinsten
quadratischen Nichtreste, sondern natiirliche Zahlen m und die erste Zahl x < m, fiir die das

JACOBI-Symbol (2) gleich —1 ist.
m
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Satz

Sei m > 3 eine naturliche Zahl, die kein Quadrat ist, und

x:min{kEN>o | (%) :—1},

dann gilt
z<1l4++vm-—1.
Beweis:
. . t+m _ . . .
Sei t = —m mod z, wobei ¢ > 0 und s = . Fiir t = 0 ist allerdings m = 0 mod z und
x

daraus folgt (i) = 0, was jedoch einen Widerspruch zur Definition von z liefert. Also muf

t
1 <t < z gelten. In diesem Fall ist (—) = 1 und wir erhalten damit
m

() (55)-(59-G) G- ()

T +m

Daher ist z < s < und es folgt z? — 2 —m < 0. Daraus ergibt sich mit quadrati-

Z

2 4
(z —1)? < m. Da m nach Voraussetzung kein Quadrat ist, erhalten wir schlieRlich

1\? 1
scher Ergénzung (z — 1)2 < (x — —) <m+ —. Da z und m ganze Zahlen sind, gilt sogar

(CC—].)ZSm—]_’

was uns die Behauptung liefert. O

3.7 Die Satze von BRAUER

Gute Ergebnisse fiir die Abschédtzung des kleinsten quadratischen Nichtrestes erzielte auch
ALFRED BRAUER mit elementaren Methoden. Bereits im Jahre 1931 veroffentlichte er seine
drei Sétze, in denen er die Félle p = 7 mod 8, p = 5 mod 8 und p = £3 mod 8 behandelt.
Dabei waren seine Ergebnisse sogar besser als die von NAGELL.

Der Beweis des ersten Satzes von BRAUER beruht auf der Idee, eine Sequenz quadratischer
Nichtreste zu konstruieren und diese in das Intervall zweier benachbarter Quadratzahlen ein-
zuschlieffen. Dieses Intervall wird sukzessive in Teilintervalle zerlegt. Durch abschétzen der
Maximalldnge dieser Teilintervalle findet BRAUER verschiedene Schranken fiir n* (p). Durch
weitere Abschitzungen gelangt er schlieflich durch einen Widerspruch zu seinem Ergebnis.
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3.7.1 Erster Satz von BRAUER

Ist p eine Primzahl der Form 8n + 7, so gilt fir den kleinsten quadratischen Nichtrest n* (p)

Ut

n* (p) < (2p)% +3(2p)% + 1.

Beweis:

Sei r eine beliebige ganze Zahl, die spater geeignet gewahlt werden wird und die Bedingung
1 < r < n*(p) erfiillt. Dann ist r ein quadratischer Rest modulo p. Wegen p = 7 mod 8,

-1

gilt natiirlich p = 3 mod 4 und somit (—) = —1. Da —1 also ein quadratischer Nichtrest
p

modulo p ist, sind die Zahlen

p_lap_2aap_n*(p)+1

sdmtlich Nichtreste modulo p. Da r > 1, ist p kein ganzzahliges Vielfaches von r. Daher sind
die im Intervall [p — n* (p) + 1, p] liegenden ganzzahligen Vielfache von r, die wir mit

ker, (k+1)-r,..., (k+1-1)-r (I>1) (3.26)

bezeichnen, ebenfalls quadratische Nichtreste modulo p. Die [ Zahlen

Ey k+1,..., k+1—1 (3.27)

bilden daher eine Sequenz von [ Nichtresten. Also kann das Intervall [k, k + [ — 1] keine Qua-
dratzahl enthalten. Man wahle a € Z, a positiv so, daf

A <k<k+l-1<(a+1)°. (3.28)

Durch den Punkt a (a + 1) wird das Intervall A = [aQ, (a+ 1)2] in die beiden Teilintervalle
A = [a (a+1),(a+ 1)2] und A; = [a?,a(a+1)] zerlegt.

Sei nun t; die grofte positive ganze Zahl, fiir die gilt

(a+1)2 -2 >a(a+1). (3.29)

Dann ist
a+2a+1-t2—ad’—a>0=a+1-1t>0

= thi< Va+l <ti+1
= < a+1 <ti42t 41
= < a<t+2 <242 +1
— t; < Vva <t +1.
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Also ist

t1 = |[Va. (3.30)

Das Intervall A; wird wiederum durch die Punkte
(a+1)2—12  (v=1,2,...,t) (3.31)
in Teilintervalle zerlegt. Fiir die Entfernung zweier benachbarter Teilpunkte im Intervall gilt

[(a+1)2 —I/Z] - [(a—|—1)2 - (u+1)2] —2 4 1.

Wegen (3.29) ist die Maximallénge s; dieser Teilintervalle s; < 2¢; + 1. Aus (3.30) folgt daher
51 <2 [Val| +1. (3.32)

Nun sei t9 die grofte positive ganze Zahl, fiir die

a(a+1)—ta(ta +1) > d? (3.33)

gilt. Dann ist #2 + to < a und die positive Wurzel der Gleichung 2 + t3 —a = 0 ist
1 1+ 4a

. Daraus erhilt man

2 4
1 1+4 1 1
< |-zt 2 <|-2+:+va = |Va . (3.34)
2 4 2 2
Durch die Punkte
ala+1)—v(w+1), (¥=12,...,t) (3.35)

wird das Intervall A in Teilintervalle zerlegt. Fiir die Maximallinge so dieser Teilintervalle
gilt wegen
[a(a+1)—v(v+1)]—-la(a+1)—(v+1)(v+2)]=2v+2

und mit (3.33) und (3.34)
52 <2 +2<2|val +2 (3.36)

Betrachtet man nun die Teilintervalle, in die das ganze Intervall A durch die Punkte (3.31)
und (3.35) eingeteilt wird, dann gilt fiir deren Maximalldnge s wegen (3.32) und (3.36)

s = max (s1,82) <2 |a] + 2. (3.37)
Angenommen es wiirde nun
n* (p) > max (a + 2 + t1,73) (3.38)
gelten, dann wéren die Zahlen 1, 2,..., a+ 1+ #; alle quadratische Reste modulo p. Daher
waren fiir v =1, 2,..., t; die Zahlen

(a+1)2—2=(a+1+v)(a+1-v)
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und fiir v =0, 1,..., ty die Zahlen

ala+1)—v(v+1l)=(a+1+v)(a—v)

ebenfalls quadratische Reste, da wegen (3.30) und (3.34)

to <t

gilt. Also sind die Endpunkte der Teilintervalle von A sdmtlich Reste. Da die Léngen der
Teilintervalle < s waren, bedeutet das, da jedes beliebige, im Intervall A gelegene Intervall
von der Linge s mindestens einen quadratischen Rest enthélt. Somit kann in A keine Sequenz
von s quadratischen Nichtresten liegen. Da aber wegen (3.38)

n* (p) >rs

gilt, wiirden im Intervall [p — n* (p) + 1, p] mindestens s ganzzahlige Vielfache von r liegen.
Nach (3.26) ist die Anzahl dieser Vielfachen gerade [ und deshalb ist

[ > s.

Folglich miifte das Intervall A wegen (3.27) und (3.28) eine Sequenz von mindestens s Nicht-
resten, ndmlich k, k+1,..., k41— 1 enthalten, was allerdings zu einem Widerspruch fiihrt.
Deshalb ist die Ungleichung (3.38) nicht mdéglich und es muf

n* (p) < max (a + 2 + t1,75)

gelten. Mit (3.30) und (3.37) folgt daraus
n* (p) < max{a+2+ [Va|,2r (|va] +1)}

und schliefllich
n*(p) <max{a+1+ |[va],2r(|va] +1)-1}.

Aus (3.26) erhélt man
krl-1<?
T

und mit (3.28) ergibt sich

es muf also

n*(p)<max{\/§+l+</§,2r<4§+1>—1} (3.39)

n* (p) > (2p)° +3(2p)5 + 1 (3.40)
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an und wéhlen fiir p > 16
1
p)g
= [(= 1
{(16 J+ ’

was die Voraussetzung 1 < r < n* (p) erfiillt. Daraus erhilt man

und es folgt

1S
+
=
+
S
ch
ot
A
S
B
ot
_|_
w
S
ch
R
+
=

o ({2+1) -1 (b2 F+2) (@t r1) -1 = (@) +2) (@ +1) -1

Nach (3.39) ist also
2 1
n*(p) < (2p)° +3(2p)5 +1

was allerdings ein Widerspruch zu (3.40) ist und unsere Annahme somit falsch ist.

Es gilt also
2 1
n* (p) < (2p)s +3(2p)5 + 1

fiir alle Primzahlen p > 7 der Form 8n + 7. Fiir p = 7 folgt die Behauptung sofort aus

G- :

Nach 2.5.4 ist 2 quadratischer Rest fiir die Primzahlen der Form 8n 4 7. Daher liefert der erste
Satz von BRAUER sogar eine Abschéitzung fiir den kleinsten ungeraden Nichtrest fiir diese
Primzahlen. Da 2 fiir Primzahlen der Form 8n + 3 quadratischer Nichtrest ist, soll nun fiir
diese Primzahlen der kleinste ungerade quadratische Nichtrest abgeschétzt werden.

3.7.2 Zweiter Satz von BRAUER

Ist p eine Primzahl der Form 8n+>5, so gilt fir den kleinsten ungeraden quadratischen Nichtrest

n(p) <+p+4+2.

Beweis:

Wir betrachten das Intervall [p —4-n(p), p+4-n(p)]. Da die Linge dieses Intervalls

pt+4d-n(p)-p+4-n(p)=8-n(p)
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ist und
p—4-n(p) # 0modn(p)
p+4-n(p) #Z 0modn(p)

gilt, liegen in dem Intervall [p —4-n(p), p+4-n(p)] acht Vielfache von n (p), also genau
vier ungerade Vielfache von n (p). Diese bezeichnen wir mit

k-n(p), (k+2)-n(p), (k+4)-n(p) und (k+6) -n(p). (3.41)
Die Zahlen
p—(k+6)-n(p), p—(k+4)-n(p), p—(k+2)-np), p—k-n(p)

sind vier aufeinanderfolgende gerade Zahlen, von denen genau eine = 4 mod 8 ist, d.h. sie
ist durch 4, aber nicht durch 8 teilbar. Sei nun p — k* - n(p) diese Zahl. Dann ist die Zahl

p—k"-n(p) ungerade. Aus (3.41) folgt nun

4
p—4-n(p) < k" -n(p) < p+4-n(p)
— —4d-n(p) < k*n(p-p < 4-n(p
— |k*-n(p) —p| < 4-n(p)
= lp—k*-n(p)| < 4-n(p)
und somit "
‘I%W‘ <n(p). (3.42)
.. p—Fk*-n(p) ) L. . )
Also ist — quadratischer Rest modulo p. Folglich ist auch k* - n (p) quadratischer

Rest und da n (p) Nichtrest ist, ist auch k* quadratischer Nichtrest. Da aber k* ungerade ist,
gilt k* > n (p). Nach (3.41) gilt

K -n(p) <p+4-n(p),

also X
n(p)” < p+4d-n(p)
— () -2?% < p+4
= n(p)—2 < p+4
und damit
n(p) </p+4+2,
was wir zeigen wollten. 0

Im dritten Satz von BRAUER wird das Ergebnis des zweiten Satzes noch weiter verscharft.
Gleichzeitig ergibt sich dieselbe Abschitzung des kleinsten quadratischen Nichtrestes auch fiir
die Primahlen der Form 8n + 3.

Die Beweisidee des dritten Satzes von BRAUER ist die gleiche wie die des ersten Satzes. Hier
wird aus der Sequenz 1, 3, ..., n(p) — 2 von quadratischen Resten wieder eine Sequenz von
quadratischen Nichtresten konstruiert, die zwischen zwei benachbarte Quadratzahlen eingebet-
tet wird. Wie im Beweis des ersten Satzes von BRAUER wird nun das Intervall in Teilintervalle
aufgeteilt und man erhélt durch mehrere Abschétzungen die gewiinschte Schranke fiir n (p).



KAPITEL 3. ELEMENTARE ABSCHATZUNGEN 99

3.7.3 Dritter Satz von BRAUER

Ist p > 3 eine Primzahl der Form 8n £ 3, so gilt fiir den kleinsten ungeraden quadratischen
Nichtrest

n(p) <2|(4p)° + (4p)°| +1.

Beweis:

Wir betrachten die geraden Zahlen
p+15 p+37 R p+n(p)_2

Da n (p) der kleinste quadratische Nichtrest ist, sind diese Zahlen alle quadratische Reste
modulo p. Sei r eine beliebige positive ganze Zahl, fiir die

22 < (p) (3.43)
gilt. Die im Intervall [p, p + n (p) — 1] gelegenen ganzzahligen Vielfachen von 2% +1 seien
k22t (k41)- 22t (B41—1) 27T (1>1). (3.44)
Dann gilt
k= L%J ) (3.45)

Die Zahlen in (3.44) sind sémtlich quadratische Reste. Da p = +3 mod 8 ist, gilt nach 2.5.4 die
2
Gleichung (—) = —1, also ist 2 und damit auch 2% ! quadratischer Nichtrest. Somit bilden

die Zahlen
k, k+1, ..., k+1-1 (3.46)

eine Sequenz von [ Nichtresten. Nun 14t sich ein a € Z, a > 0 so bestimmen, dafs
A <k<k+l-1<(a+1)? (3.47)

gilt. Aus (3.45) folgt dann

also

p
a <,/ ST (3.48)

Nun zerlegen wir das Intervall A = [a2, (a+ 1)2] in Teilintervalle. Dazu unterscheiden wir
zwei Fille.

Fall 1: a gerade
Sei t1 € Z, t1 > 0 so bestimmt, dafk

(a+1)2 = (2t)* >a? > (a+1)% — (2t +2)° (3.49)
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gilt.! Aus dem ersten Teil der Ungleichung erhilt man

(a+1)%—(2t1)> > a2

— (2t1)? < —a®+ (a+1)?
— (2t1)> < 2a+1
und damit
2% < [\/2aJ . (3.50)
Somit zerlegen die Punkte
(a+1)*—(20)? (v=12,...,t) (3.51)

das Intervall A in Teilintervalle. Dabei ist die Entfernung zweier benachbarter Teilpunkte
[(a+1) - @)] - [(a+1’ - @@+ = —@)+@+2)
= 8v+4. (3.52)
Von den Teilintervallen ist entweder das Intervall

Jo =@+ 1) = @0), (a+1)* - (2t —2)?]

oder das Intervall
Juw = [% (a+1)7 = (2]

das grofte. Wegen (3.52) mit v = ¢; — 1 gilt fiir die Lénge |Jy, | des Intervalls Jy,
\J,,| = 8t — 4. (3.53)

Da wir a als gerade vorausgesetzt haben, ist

a? - [(a +1)%— (26 + 2)2] — 2 (a2 F2a+1— (261)% — 8t — 4)
= 2043+ (2t)°+ 8t
S~~~ N—— N~~~
=0 =0 =0 mod 4
= 3 mod 4.

Aus (3.49) folgt a® — [(a T2 - (2 + 2)2] > 0 und daher

@ [(a+1)* - 2t +2)?] > 3.
Daraus erhalten wir
3 < a*- [(a +1)2 — (2t + 2)2] =a? - [(a +1)2 — (2t1)% — 8t; — 4]

- - [(a +1)? - (2t1)2] 48t + 4

'Diese Ungleichung ist immer méglich, da ein gerades Quadrat nicht gleich der Differenz eines ungeraden
und eines geraden Quadrates sein kann und hier a > 2 gilt.
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also
[(a +1)? - (2t1)2] <8t +4—3.
Fiir die Lange |J;, +1| des Intervalls J;, +1 gilt daher
|Jt1+1| <81 +4—3=28t +1. (3.54.)

Aus (3.53), (3.54) und (3.50) ergibt sich fiir die Maximalldnge der Teilintervalle, die wir mit
s1 bezeichnen wollen

s1 <8t +1<4- [\/2aJ 1. (3.55)

Fall 2 : a ungerade
Nun sei die nichtnegative ganze Zahl o so bestimmt, daf

(a+1)2— (22 +1)?>a? > (a+1)* = (265 + 3)? (3.56)
gilt.2 Wir betrachten wieder die linke Seite der Ungleichung und erhalten

(a+1)% = (2t +1)° > a?

— (2t +1)* < —a®2+(a+1)°
= (2t +1)% < 2a+1,
also
9y +1< [\/2 J (3.57)

In diesem Fall wird das Intervall A = [aQ, (a+ 1)2] durch die Punkte
(a+1)%—2u+1)?  (¥=0,1,...,t) (3.58)
in Teilintervalle zerlegt. Dabei betragt die Entfernung zweier benachbarter Teilpunkte
@+1)’ - (2v+1)° - [(a+ 1)° - (2v + 3)2] = () —dv—1+2) +120+9
= 8v+8. (3.59)
Fiir t5 > 0 ist entweder das Intervall
Jo =@+ 1’ =@+ 1, (a+1) - (22— 1)°]

oder
Jtyt1 = [a2, (a + 1)2 — (2t2 + 1)2]

das grofte der Teilintervalle. Fiir t2 = 0 ist das grofite Teilintervall
T =% (a+1)" = @2 +1)°] = [0 (a+1)”-1].
Aus (3.59) ergibt sich mit v = ¢t — 1 fiir die Lénge |J;,| des Intervalls J,

|1, | = 8to. (3.60)

’Dies ist wieder méglich, da die Summe zweier ungeraden Quadrate kein gerades Quadrat sein kann.
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Diesmal ist a ungerade und daher gilt

a? — [(a+1)2— (2t2+3)2] = a’— [a2+2a+1 - (2t2—|—3)2]
= 24 -1+ (2tp+3)°
S~~~ N—_———

=2 mod 4 =1 mod 4

2 mod 4

und mit (3.56) folgt
o= [(a+1) = (2t +3)] > 2.

Es ist also
2 < - [(a+ 1)% — (265 + 3)2] —a? - [(a +1)2 (26 + 1)% — 8ty — 8]
= a2 [(a+ 1?2 — (2t + 1)2] + 8ty +8
und damit

[(a-l— 1)% — (2t + 1)2] —a® <8ty +8—2.
Man erhélt somit fiir die Linge |Jy, 1| von Ji, 41
|Jt2+1| < 8ty +8 — 2 =8ty + 6. (3.61)

Fiir die Maximalldnge so der Teilintervalle ergibt sich diesmal aus (3.60), (3.61) und (3.57)

53 < 8ty +6 <4 [\/2aJ +o. (3.62)

Wenn man also das Intervall A im Fall 1 durch die Punkte in (3.51) und im Fall 2 durch die
Punkte in (3.58) in Teilintervalle zerlegt, so sind in beiden Féllen die Léngen aller Teilintervalle
<'s, wobei

s = max (81, $2)- (3.63)
Wegen (3.55) und (3.62) ist
s <4|V2a| +2 (3.64)
Angenommen, es wiirde
n (p) > max {a T2+ [\/2aJ | 22l s} (3.65)

gelten, dann wiren die ungeraden Zahlen, die <a+ 1+ |_\/ 2aJ sind, quadratische Reste. Fiir
den Fall, daf a gerade ist, wiren wegen (3.50) fiir v = 1,2,...,¢; die ungeraden Zahlen

(a+1)? = ()’ =(a+1+W) (a+1-2) (3.66)

als Produkt quadratischer Reste ebenfalls quadratische Reste modulo p. Ist a ungerade, dann
wiren mit (3.57) die ungeraden Zahlen

(a+1)?—2v+1)2=(a+1+20+1)-(a+1-2v-1) (3.67)
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fir v =0,1,...,t; ebenfalls quadratische Reste.

Das bedeutet, daff das Intervall A im Fall, daf a gerade ist, durch die Punkte in (3.51)
und im Fall, daf a ungerade ist, durch die Punkte in (3.58) in Teilintervalle eingeteilt wird,
deren Endpunkte nach (3.66) und (3.67) alle quadratische Reste sind. Nach (3.63) sind die
Langen dieser Teilintervalle < s und daher miifite jedes beliebige in A gelegene Intervall der
Lange s mindestens einen quadratischen Rest enthalten. Das heifst, daff A keine Sequenz von
s Nichtresten enthalten kann.

Andererseits hatten wir aber in (3.65)
n (p) > 22r+1 .3

angenommen, und nach (3.44) folgt
> s.

Wegen (3.46) und (3.47) enthielte das Intervall A eine Sequenz k, k+1, ..., k+1—1 von
mindestens s Nichtresten. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu dem obigen Ergebnis. Somit
kann die Ungleichung (3.65) nicht moglich sein und es muf§

n (p) < max {a +24 [\/%J , o+l s} (3.68)

gelten.

Aus (3.64) folgt
n (p) < max {a-i— 24+ 2a, 2% L. (4\/2a + 2)} ,

also

n(p) < max{a—i— 14+ v2a, 2272 (2\/2a + 1) - 1} )
Mit (3.48) gilt schlieRlich

[ D lo | P 2r+2 lo | P
n(p)<max W—f—l-f— 2 22r+1,2r . 2412 W—f—l -1 . (369)

Sei nun zunéchst p > 2'3, dann ist

P
— 28%.p
= 5

8
5

Auferdem ist 4-27% = 2_%, d.h. in dem Intervall [2_% -p%, -

2
von 2, also genau eine ungerade Potenz von 2. Daher kénnen wir eine positive ganze Zahl rg
so bestimmen, daf

. p%] liegen zwei Potenzen

18 1

2% .ps < 27otl £ 95 Ly

ot

(3.70)
gilt.

Wir nehmen an, daf
2 1
n(p) > 2[(4p)% + (4p)] +1 (3.71)
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ist und wollen damit einen Widerspruch herleiten.

Aus (3.70) erhélt man
n (p) > 2770,

also ist die Bedingung (3.43) fiir r = rq erfiillt und aus (3.69) folgt

[ P / 2ro+2 | [ P
< max 227" 1 + 1 + 221‘ T 2 ro 2 W + 1 -1 . (372)

Andererseits folgt aus (3.70)

1 1
[ D P \2 -1 1 /18 1\73 1 18 1 1
—22704_1 = (—2%0_}_1)2:(22704_1) 2-pZ<(2 5 .p5> 2.p2:210.p 0 - p3
9 2
= 2§-p3
und
p _ p 3 %_ 1 p 7 9 2 %_ 1 9 2
2 22ro+1 2(22ro+1) =22 (22r0+1) <22 (25 p5) =22 -210 - pio
7 1
= 23-p3
Also ist

P 9 2 7 1
“22T0+1 \;2\/W<25-p5+25-p5 + 1. (373)

Ebenso folgt aus (3.70)

2r0+2 [ P
2470 - 24/2 W‘l‘l -1 <

[\]
—~
[N}

|
wtjoo
i)
P
~——

— 275 .ps- (2% D5+ 1)
9 2 3 1
= 25.p5 4+2 5.p5
9 2 7 1
< 25.p5 +25.p5 + 1. (3.74)

Aus (3.72), (3.73) und (3.74) ergibt sich schlieflich

(SIS

n(p) < 28-pi+28.pi+1=2[(p)5 +(4p)¥] +1

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu (3.71), also war unsere Annahme falsch und es ist

n(p) <2 [(4p)° + (4p)°] +1.

213

Damit ist der Satz fiir Primzahlen p > der Form 8n + 3 bewiesen.

213

Wir miissen die Behauptung nun noch fiir die Primzahlen 3 < p < beweisen.
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Fiir p > 2'3 von der Form 8n+ 5 folgt die Behauptung aus dem zweiten Satz von Brauer; man

muf hierfiir nur zeigen, daR fiir p > 2! die Ungleichung
p)?] +1

VPFa+2 < 2[( 4p)s +
p+4 < (2[4 + (4p)
p+4 < (2%-%

SN
o=

—_
|

+ (4
= + (4
= 2

mlb—‘
[y
N—— =

erfiillt ist. Wir setzen

U1|r—t

Yy=p
d.h. es geniigt zu zeigen, dafs fiir 1 <y < 2%
2
Y4 < (2% 2 425 -y—l)

cy+1

oy)= 1P —25 -yt =25 P +25 .y +3<0

ist fiirl <y < 2% . Die Funktion ¢ (y) besitzt zwei positive Nullstellen, ndmlich y; = 0,63
und yo ~ 13,48. Im Intervall [1, 2%] liegt somit keine Nullstelle und hier gilt ¢ (y) < 0. Damit

ist die Behauptung auch fiir die Primzahlen p < 2! der Form 8n + 5 bewiesen.

Fiir die Primzahlen p < 2'® der Form 8n + 3 priift man die Behauptung leicht mit einem
Programm nach. O

3.7.4 Satz von HUDSON-WILLIAMS

RicHARD H. HUDSON und KENNETH S. WILLIAMS bewiesen 1980 in einem Artikel, den sie
ALFRED BRAUER zum 86sten Geburtstag widmeten, folgende leicht verbesserte Abschitzung.

Satz

Sei p eine ungerade Primzahl 1 mod 8 und bezeichne n (p) den kleinsten ungeraden quadra-
tischen Nichtrest von p. Dann ist

n(p)<p%+12-p%+33.

Beweis:

Wir nehmen an, daf
2 1
n(p) > ps + 12 -p5 + 33 (3.75)

gilt und fithren die Aussage zu einem Widerspruch. Fiir p < 71 gilt n(p) < 11, daher sei
p > 71. Da n(p) > 2, konnen wir p = 7 mod 8 voraussetzen.
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2 -1

Da <—> =1 und (—) = —1, ist 8 quadratischer Rest und —1 quadratischer Nichtrest
p p

modulo p. Daher sind die n (p) — 1 positiven ganzen Zahlen

p—8(n()-1),p-8(n() —2),....p—8 (3.76)

samtlich quadratische Nichtreste, die = 7 mod 8 sind.

Die Zahlen in (3.76) sind positiv, da fiir p = 7 mod 8 und p > 71 nach 3.3 fiir p = 7 mod 8
und p > 71 gilt

n(p) < v/p-
Sei r eine ungerade ganze Zahl der Form
r = [p%J + «,

wobei « eine positive ganze Zahl < 8 sein soll, die wir spéater wiahlen werden.

Aus
1 1
ps <r<ps+38 (3.77)

folgern wir mit (3.75)
r<mn(p) —1. (3.78)

Sei nun A die einzige ganze Zahl, die die Kongruenz
8h=8-n(p)—pmodr, 1<h<r (3.79)

erfiillt. Dadurch konnen wir k € Z definieren durch

P8 () —h)

Aus (3.78) und (3.79) erhalten wir 1 < h < n (p) — 1, was bedeutet, dak p— 8- (n (p) — h) eine
der Zahlen in (3.76) ist und damit k positiv ist.

(3.80)

Wir setzen nun [ = [p%J + 4, also gilt

1 1
ps +3 <1 <ps +4. (3.81)
Auferdem wahlen wir
a= [\/l_cJ +1,
dann ist Vk < a < Vk + 1 und man erhilt daraus
(a—1)* <k <d? (3.82)
Schlieflich wahlen wir « so, daf
r=1mod 8 falls a=0mod4 (3.83)

und

r=5mod 8 falls a =2 mod 4. (3.84)
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Aus (3.75), (3.77), (3.79), (3.80) und (3.81) erhalten wir
(k+8-1-8)-r = k-r+8-l-r—8-r<p—8-n(p)+8-7‘—|—8-7"-(pé+4)—8-r
p—8-n(p)+8- p%+8)-(p%+4)

p—8-ps —96-p5 — 264 +8-ps + 96 - ps + 256
= p—28.

Da also
(k+8-1—-8)-r<p-—38 (3.85)

gilt, sind die ganzen Zahlen k-7, (k+8)-r,..., (k+8-1—8)-r unter den Zahlen in (3.75)
und damit sind die [ ganzen Zahlen

k, k+8,... k+8-1—8 (3.86)

quadratische Nichtreste.
Fiir den Fall, dafs a gerade ist, betrachten wir die Zahlen

(a+1)-(a—1), (a+3)-(a—3),..., (a+2-b=1)-(a—2-b+1), (3.87)
wobei b die grofte ganze Zahl sein soll, so daf
(a+2-b—1)-(a—2-b+1) > (a—1)%. (3.88)

Hieraus erhalten wir

(a+2:b—1)-(a—2-b+1) > (a—1)*
— a?—(2:b-17% > a®>-2-a+1
— (2:6-1)?% < 2-a—1 (3.89)
= 2:b—1 < 2a—1
= b < V2 a—-1+3
Aus(a—1)2§k<§<p% folgt
a<ps+1 (3.90)
und mit (3.89) erhalten wir
a—l—2-b—1<a+\/2-a—1<a<p%+1+\/§-(p%—i-l)<n(p), (3.91)

was bedeutet, daf die Zahlen in (3.87) samtlich quadratische Reste modulo p sind.
Da k quadratischer Nichtrest ist, gilt in (3.82) sogar

(a—1)° <k <d?
Wegen k < a® — 1, gibt es ein m € N so, dafl

a2—2-m+1)?<k<d®-(2-m-1)>~
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Also ist
(a-1)?<k<a®—(2-m—1),

und somit
(a+2-m—-1)-(a—2-m+1)> (a—1)>.

Nach Wahl von b in (3.88) erhalten wir die Ungleichung m < b.
Esist (2-m+1)>=(2-m —1)> =1 mod 8 und daher gilt

a>— 2 m+1)2?=a>-(2-m—1)>=a%—1mod 8. (3.92)
Die Gleichung (3.80) liefert k- =p — 8- (n(p) — h) und mit p = 7 mod 8 folgt
k-r=—1mod 8.
Wegen 7 = 1 mod 2 ist 72 = 1 mod 8 und daraus folgt
k = —r mod 8. (3.93)

In (3.83) und (3.84) wurde r genau so gewihlt, daf a®> — 1 = —r mod 8 gilt, woraus man mit
(3.92) und (3.93) sofort

a2—2-m+1)?=d>-2-m—-1)>=kmod 8

erhélt. Es gibt also ein s > 0 mit
k=a?>—(2-m+1)>+8-s.

Zudem gilt natiirlich

a?—(2-m+1)°+8 m=d?>—(2-m—1)%. (3.94)
Wegen k < a® — (2-m — 1)? gilt nun s < m.
Wie wir oben gezeigt haben, sind fiir 0 < j <[ — 1 die Zahlen

E+8-j=a>-—(2-m+1)*4+8-5+8-j=a>—(2-m+1)*+8-(s+7)

quadratische Nichtreste modulo p. Da die Zahl a® — (2-m — 1) nach (3.91) quadratischer
Rest modulo p ist, muf wegen (3.94) fiir alle j € {0,...,l — 1} die Ungleichheit s + j # m
gelten. Also ist

m¢{s,s+1,...,s+1—1}.

Da s < m, folgt sofort s +1 —1 < m und damit s+ < m. Mit s € N und m < b ergibt sich
1+1<s+1<m<b. (3.95)

Mit (3.89) und (3.90) erhalten wir die Abschitzung

1 1 1 1
b<5\/2-&—1+§<§\/2-p%+1+§.
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Aus p% +3<lund 141 < b ergibt sich

1 1
p%+4<1+lgb<§\/2-p%+1+§,
1 2
2:p5 +7<\/2-p5 +1.

4-p5 +28-p5 +49 <2.-pf +1,

also

Quadrieren ergibt

was jedoch einen Widerspruch liefert. Somit war die zu Beginn gemachte Annahme falsch und
die Behauptung ist bewiesen. O

3.8 Satz von FJELLSTEDT

In seinem Artikel “A Theorem concerning the least quadratic residue and non-residue® [Fjel]
glaubte LARS FJELLSTEDT im Jahre 1956 folgende Abschitzung fiir den kleinsten quadrati-
schen Nichtrest bewiesen zu haben.

Es existiert ein pg > 0, so daf8 fiir alle Primzahlen p > po gilt
n(p) < 6 -logp.
In den Mathematical Reviews |Bate| jedoch bemerkt P. Bateman schlicht: “The proof is incor-
rect”.
Beispiele

Abschlieffend wollen wir in Tabelle 3.8 einige Beispiele anfiihren, um die erzielten Ergebnisse
auch miteinander vergleichen zu koénnen.

P n (p) GauR-Nag. | Nag.I | Nag. II | Rédei | Stolt | Niv./Zuc./Mon. | Wed. | Brauer

29 = 5 mod 8 n(29) =3 11,8 7,6 5,4 54 | 3,8 6,4 6,3 | 19,6
41=1mod 8 n(41) =3 13,8 6,4 4,6 6,4 - 7,4 7,3 -
71 =7 mod 8 n(71) =7 17,9 10,9 8,1 8,4 - 9,4 9,3 | 16,3
83 =3 mod 8 n(83)=5 19,2 19,2 13,1 9,1 — 10,1 10,0 27,8
113=1mod 8 | n(113)=3 22,3 10,6 7,5 10,6 - 11,6 11,5 -
251 = 3 mod 8 n(251) =11 32,7 32,7 19,8 15,8 — 16,8 16,8 40,7
613 = 5 mod 8 n(613) =5 50,5 35,0 24,8 24,8 17,5 25,8 25,7 55,9
911=7mod 8 | n(911)=7 61,4 41,7 30,1 | 30,2 - 31,2 31,2 | 34,6
1091 =3 mod 8 | n(1091) = 17 67,1 67,1 37,0 33,0 - 34,0 34,0 68,8
1327=7mod 8 | n(1327) =3 73,9 50,5 36,3 | 36,4 - 37,4 37,4 | 38,9
1669 =5 mod 8 | n(1669) =7 82,7 57,8 40,9 | 40,9 | 28,9 41,9 41,8 | 80,4
1993 = 1 mod 8 n(1993) =5 90,3 44,6 31,6 44,6 — 45,6 45,6 —

Tabelle 3.8: Vergleich der oberen Schranken
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Wie man sieht, wurden die Abschétzungen im Laufe der Jahre teilweise verbessert, dennoch
sind sie nicht besonders scharf. Mit wachsendem p werden die Ergebnisse zunehmend schlech-
ter. Zudem zeigt sich, dafs die BRAUERSCHEN Abschitzungen im niedrigen Primzahlbereich
deutlich schlechter sind als die NAGELLSCHEN Abschétzungen II.



Kapitel 4

Analytische Abschatzungen

zungen fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest, die wir nun erldutern wollen. Wir
teilen dieses Kapitel in zwei Abschnitte ein, von denen der erste die Abschitzungen
enthilt, die ohne die erweiterte Riemannsche Vermutung auskommen. Im zweiten Abschnitt
geben wir die Aussagen an, die auf ERH basieren.

: 3 essere Ergebnisse als die des vorhergehenden Kapitels liefern die analytischen Abschét-

4.1 Abschatzungen ohne ERH

Gute Ergebnisse wurden schon sehr frith von IvVAN M. VINOGRADOV erzielt. Auch D. A.
BURGESS gibt eine gute Schranke fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest an, die sich noch
mit eher einfachen Mitteln beweisen l&ft.

4.1.1 Die Sétze von VINOGRADOV
Bereits im Jahre 1919, veroffentlicht IvAN M. VINOGRADOV ein schirferes Ergebnis als die

bisherigen bekannten, allerdings gilt seine Abschétzung erst ab einer gewissen Schranke. Um
VINOGRADOVS Satz beweisen zu konnen, miissen wir noch ein bifichen Vorarbeit leisten.

4.1.1.1 Satz von POLYA-VINOGRADOV
Fiir ungerade Primzahlen p, m € Z und n € N gilt

> ()

t=m+1

< +/p -logp.

Fiir den Beweis benétigen wir die folgenden Lemmata.

71
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Lemma 1
Fir ganze Zahlen x und t gilt

“ 27i-2=t.q 0 firx #t modp,
E e = .
p firx =t mod p.

Beweis:
x—1

s o—t
Fiir £ # ¢t mod p ist ¢ 7Z und damit P # 1, also gilt

=1
;o x—t
eQﬂ'Z'T'p _1

p—1
o27i-Z=t .q
D A
gLt
a=0 € » —1

s o—1t
Ist z =t mod p, so gilt e®™"% =1 und damit

was wir zeigen wollten. O

Lemma 2
.. 1
Fir0<z< 3 qilt

sin (wzx) > 2.

Beweis:

Wir betrachten die Funktion f (z) = sin (7z) — 2z. Dann haben wir

f'(z) =7-cos(nz) —2, f"(z)=—-n%-sin(nz), f(0)=f <1> = 0.

1
Im Inneren des Intervalls [O, 5] ist f"(z) <0, d. h. dak f’(z) dort streng monoton fallend

ist. Somit kann die Funktion f (z) hier kein lokales Minimum besitzen, also sind hochstens 0

1
und 5 Minima. Dies impliziert sofort f (z) > 0, woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 3

Firxz > 1 gilt
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Beweis:

Wegen 1 < log3 = 1,099 stimmt die Behauptung fiir z = 1.

2z +1
Tt 1 Wir berechnen wieder die Ableitungsfunktionen

Sei nun f (z) = z - log

2z +1 4z 8
"(z) =1o — ) "(z) = .
1 (@) 89z —1 2z +1)-(2z - 1) /(@) 2z +1)%- (22 —1)?
Es ist
4
f (1) =1log3 — 3~ —0,23 und  lim f'(z) =0. (4.1)

Da f" (z) > 0 gilt, ist f’ (x) streng monoton steigend, was wegen (4.1) insbesondere f' (z) < 0
impliziert. Somit ist f (x) streng monoton fallend. Wir substituieren z = n und erhalten mit

der Regel von de I'Hospital

_ 2+1 . logZt
) = el g, =T
}E}é(ﬂt)-@—t) _q
lim1 -
t—0

2 1
Somit gilt flir z > 1 die Ungleichung z - log 2ac + > 1 und daraus folgt die Behauptung. O
x

-1

Beweis des Satzes von POLYA-VINOGRADOV:

Mit Lemma 1 erhalten wir

EEQ) =SS B 06

[ary

t=0 a=0

Damit ergibt sich nun

m+n ¢ m+n T 1 m+n p—1p-—1 " i Bt
v _ £y _ 2 vy 2mi-®ta
26 - 2052 (p) o
p1m+np1t 1p1m+np1 )
_ - v — . 7rz—a
2226 S 2 6)
P 1 m+n p—

_ _Z Z 27mat 1 (%) Lo Ml (4.2)

a 0x=m+1

Nun betrachten wir die sogenannte GAUSSsche Summe

S (a,p) = pz_:l (f) L 2miat

t=1 p
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Da es genausoviele Quadrate wie Nichtquadrate modulo p gibt, gilt
p—1 "
S(0,p) =) (—) =0.
=1 \P
Firl1 <a <p—1gilt

p—1 p—1
X _9mi-q- & —mi-a-
S(a’p)QZZ(_>_e27rzap_z<g)_62ma%.
=1 p y=1 p

—omi-a-¥
Wenn man fiir y einen anderen Reprisentanten von y mod p wéhlt, dann &ndert sich (y) ey
p

nicht. Wegen {y modp:y=1,...,p—1} ={z-ymodp:y=1,...,p — 1} kdnnen wir statt
y also auch z - y einsetzen. Wir erhalten dann

p—1 p—1
S(a,p)?® = ) (E> TR (L y) L 2t
=1 p y=1 p
p—lp-1 2 p—1p—1
-y —2ri-q- 21FY) (y) —ori-q. 21+y)
= p = - D
A X2 (;
=1y r=1y=
e (y) = —2mi-q- 201Y)
- S (e
y=1 p =1
p—2 y p—1 Coria o(143) p— 1
= > ()2 =) -1
y:l p r=1 p
p—2 p—1
z(1+y) _
= (y) ( e 2mia v 1) 4 (p ) (p—1)
y=1 p x=0 p
p—2 y 6727ri-a m(ljy) p p—
= — . 1 _ 1
y:l (p) 6727ri-a-w(1+y) _ + ( p ) (p )
p—2 —2mi-q- 2LEY) 2mi-q- 2FY)
= 21 E i N P § ek Y
o =1 D _9271i-a z(1+y) B P b
p—2 y p—1
- > (Y- v+ (57) 6
y=1 P p
p—1 1 _
B () ()
p p p

Es folgt also im Fall a # 0 mod p:

_J £/p fiirp=1mod 4,
S(a,p) = { +i\/p fiir p = 3 mod 4,
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also gilt in jedem Fall
|5 (a,p)| = v/p-

Damit kénnen wir (4.2) umformulieren und erhalten

min t 1w G axe 2 i t 27i-a-t
_ =t mi-a-Z vy —2mia-7
2 (5) B Z 2 ¢ Z<p) ©

t=m+1 a 0 z=m+1 t=1
p 1 m+n p 1 m+n
= —Z > e Z > e
a 0 z=m+1 a 1 z=m+1
und mit (4.3) folgt
m+n (t)‘ p 1 m+n 1p—1 m-+n
2mi-a-Z 2mi-a-Z
> ()] - b X emiestan| <] Y e
t=m+1 p pa 1 z=m+1 pa_l r=m+1
m+n 1 p—1| min —_—
- I F e e LS| B e
a 1 lz=m+1 \/Z_)a 1]lz=m+1
_ 1 = nz:l 2miar (m+1+w) pz:l 2miar m+1
\/I_)azl
—1|n—-1 p—1| 27ia-2
15 omiva-E 1 e — 1
e R e p| == —— —_——
VP 2_% x/f?; ey — 1
o1 ewi-a-% (eri-a-%_e—ri-a-%) o1 . (M
_ i % _ 1 sin »
=1 G R N =1 ¢
21
122 1 124 1
< = =—
\/13,171 sin (%) ‘ \/ﬁazl sin (%)
p—1
1 & 1 1
= — +
VP \ sin (%) sin (—W'(I;)_a)>
p—1 p—1
1 & 1 1 2 O
= _ + _
\/I_’a 1 \ sin (%) sin (7r %1) P = sin (
Mit Lemma 2 und Lemma 3 erhalten wir nun
+ p—1 p—1 p—1
m-Tn 2 2 2
t 2 1 2 1 1
> (—) TP Y Sl VR
t=m+1 p P.= sin (—) P P a=1
p=1 p—1
2 2
2a +1 2a +1
< 1 = 1
VPY log o —— =/p og( S
a=1 a=1
3 5 7 p—2

2ni-arZ
E e P

(a,p),

-|5 (a, p)|

75

(4.3)
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was wir zeigen wollten. O

Folgerung

Sei p € P eine ungerade Primzahl, m € Z mit 0 < m < p und Ry, bzw. N, die Anzahl der
quadratischen Reste bzw. Nichireste modulo p zwischen 1 und m. Dann gilt

1 1
‘Rm——-m‘:‘Nm—§-m

1
5 <P logp. (4.4)

Beweis:

Jede natiirliche Zahl zwischen 1 und p — 1 ist quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest
modulo p. Daher gilt
Rm + Nm =m.

Ist x eine natiirliche Zahl zwischen 1 und p — 1, dann ist

1 ( - (:1:)) B { 1, falls z quadratischer Rest ist,

2 » 0, falls x quadratischer Nichtrest ist.

Daraus erhélt man

und

und damit die Behauptung. g

Folgerung

Sei p eine ungerade Primzahl, v € R mit 1 < u < p und N, die Anzahl der quadratischen
Nichtreste modulo p zwischen 1 und u. Dann gilt

u—1—,/p-logp

N, > :

Beweis:

Wir benutzen die letzte Folgerung und erhalten

lu] \/ﬁ-logp_u—(u—[uj)—\/z_)-logp u—1—,/p-logp
2 2 2 ” 2 ’

was wir zeigen wollten. O

N, :NLuJ >
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4.1.1.2 Satz von VINOGRADOV

Fiir hinreichend grofie Primzahlen p gilt fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest modulo p
die Ungleichung

_1
n* (p) < p>ve - (logp)”.

Beweis:

Wir fiihren die Bezeichnungen

1
§ = —— ~0,03,
2¢/e
1
u = p>e-(logp)’,

1
v = p2-(logp)?

ein und setzen p > 5507 voraus. Dann gilt 1 < u < v < p.

Wir nehmen an, daf alle natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,..., |u] quadratische Reste modulo p
sind und wollen diese Annahme zum Widerspruch fiihren.

Sei g eine Primzahl. Es gibt genau [EJ natiirliche Zahlen < v, die ¢ als Teiler haben, ndmlich
q

q, 2-q, 3-q,..., [EJ -q. Ist nun z € N, £ < v ein quadratischer Nichtrest modulo p,
q

dann besitzt x einen Primteiler ¢ < v, der ebenfalls quadratischer Nichrest modulo p ist.
Wegen unserer Annahme gilt 4 < q. Man kann also die Anzahl der quadratischen Nichtreste

we sl

u<g<v

modulo p, die < v sind durch

abschétzen, wobei ¢ nur Primzahlen durchlduft. Weiterhin gilt

1 1
N Y U=e (TR,

u<g<v q<v q<u

also N ) )
Beyloyh )
v <vd <u
q<v q<u

Im Zusammenhang mit dem Primzahlsatz bewies MERTENS, daf es eine reelle Zahl A und
eine beschréinkte reelle Funktion ¢ (x) gibt, sodaf fiir reelle x > 2 die Gleichung

1
E —:loglogac—FA—I—ﬂ (4.6)
log

q<z

gilt. Sei nun c eine positive reelle Zahl, die fiir alle z die Ungleichung |c(z)| < ¢ erfiillt.
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Damit und mit (4.5) erhélt man (im Fall loglogp > 0)

N,
Y < loglogv —loglogu 4+ —~ clv) _clw) < loglogv — loglogu + ¢
v logv logu logv logu
2. 2.c
< logl —logl — =logl —logl
< loglogv — log ogu—l—] ogu oglogv — loglog u + 5 Togp+ 2 loglogp
2 44/e -
< loglogv — loglogu + € = loglogv — loglogu + ve ° (4.7)
0 -logp log p

Aufserdem gilt
og log v ~ log % -logp+2-loglogp
log u 0-logp+2-loglogp
2 -logp+2-loglogp ~ log Ve (logp+ 4 -loglogp)
2%/6 ‘logp+2-loglogp logp + 4/e - loglogp
1+4- log?gp

9 1+4\/— loglogp

loglogv — loglogu =

= log

logp + 4 -loglogp

+ log =
2 logp + 44/e - loglogp E o

1
2
1 log1 log1
© o0 ) Ly (1 g )

1
Wir benutzen nun die Ungleichung = — §$2 <log(1+ z) < z, die fiir reelle z > 0 gilt und
erhalten mit (4.7) und (4.8)

N, 1 log1 log1 44/e -
Noo o b gog (1441981082 00 (14 4e. JoBlogPY | de-c
v 2 log p log p 10gp
1 log1 log 1 1 log1 4
< _+4.M_4 e_Ogng_i__‘ 4\/é-ogogp Ve-c
2 logp log p 2 logp logp
1 log1 log1 2 4e-
= __4_(\/5_1).70g0gp+8‘e‘(ogog;g) \/EC_ (4.9)
2 logp (log p) log p

Da die Ungleichung (loglogp)® < logp gilt, ikt sich (4.9) umformen zu

&31_4.(\/5_1).

v 2

loglogp 8-e+4y/e-c

4.10
logp logp ( )

Andererseits gilt nach der zweiten Folgerung die Abschitzung

v—1—,/p-logp

N,
v > 9

und damit
N,
_— >

1
v T2 2.0 2 2-\/1_)-(logp)2'
1+\/1_)-10gp<
2-\/p- (logp)? ~logp
N, 1 1

v = 2 logp

_1+\/1_)-logp_ 1 1+./p-logp

Mit der Ungleichung ergibt sich daraus

(4.11)
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Nun setzen wir die Ungleichungen (4.10) und (4.11) zusammen und erhalten

N,
<2<

1 logl . 4./e -
1 _4_(\/5_1)_0gogp+8 e+\/Ec.
logp v

logp logp

N | —
N | =

Daraus folgt

log 1 1 . 4 .
4.(\/E_l).ogogp< +8-e+4y/e-c
logp logp
und schlieflich
4-(\/E—l)-loglogp<1+8-e+4\/é-c,

was fiir hinreichend grofte Primzahlen p einen Widerspruch liefert. Daher war unsere Annahme,
daf alle Zahlen 1, 2, 3,..., |u] quadratische Reste modulo p sind, falsch und wir haben die
Behauptung bewiesen. O

4.1.1.3 Verallgemeinerung von VINOGRADOV

Einige Jahre spéter, 1926, verallgemeinert VINOGRADOV seine Abschétzung auf Nichtreste
n-ten Grades und beweist in [Vin| folgende Aussage.

Satz

Ist p eine Primzahl und n # 1 ein Teiler von p — 1, dann ist der kleinste Nichirest n-ten
Grades modulo p kleiner als

n—1

pﬁ (logp)?, mit k=e'n ,

fir alle hinreichend grofien Werte von p.

4.1.2 Abschitzung von BURGESS
Aufbauend auf VINOGRADOVS Idee verdffentlichte D. A. BURGESS 1957 in der Zeitschrift
Mathematika einen Artikel, in dem er mit &hnlichen Mitteln eine bessere Abschétzung bewies.

Zunichst geben wir jedoch einen Satz an, den wir spéter bendtigen werden. Auf den Beweis
wird verzichtet, er findet sich in [Bur].

Satz

Zu 6 > 0 und € > 0 ezistiert ein p1 (6,¢), sodaf fir alle Primzahlen p > py (0,¢€) die Unglei-

chung
> (2)

n=1

<e-H firale H> pi""s (4.12)

erfullt ist.
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4.1.2.1 Satz von BURGESS

Fiir hinreichend grofie Primzahlen p gilt fir den kleinsten quadratischen Nichirest modulo p

1
ir all —
fir alle a > N
Beweis:

Fiir den Beweis benutzen wir den vorangegangenen Satz. Sei also ein € > 0 gegeben. O.B.d.A.
kénnen wir € < 1 voraussetzen. Nun wéihlen wir ein d, das den Ungleichungen

1
O<6<Z und log(1+8:4) <

] ™

geniigt. Es ist
pi+2-<s _p§+5 _ p§+5 <p¢s _ 1) _

Dann gibt es ein py (d) so, daf fiir alle Primzahlen p > po (d) eine natiirliche Zahl H = H (p)
existiert mit ) )
pit? < H (p) <pit’.

Wir schreiben

H=pit® mit §<6(p)<2-6
1
Da wir § < 1 gewdhlt haben, ist H < p%+% < p.

AuRerdem gilt n* (p) < H, da sonst (ﬁ) =1 fiir alle » mit 1 < n < H folgen wiirde und
p
damit die Ungleichung (4.12) den Widerspruch H < ¢ - H liefern wiirde.

Wir definieren nun die Mengen

A = {nEN:lSnSH,(ﬁ>:—1},
p

B = {neN:1<n<H, nhat Primteiler ¢ mit n* (p) < g < H},
B, = {neN:1<n<H,q|n} fiir eine Primzahl gq.
Es gilt
AC B, (4.13)
denn ist n € A, so besitzt n einen Primteiler ¢ mit (2) = —1, was nach Voraussetzung
p

n* (p) < ¢ < H impliziert, und daraus folgt n € B.

Natiirlich gilt
B= U B,. (4.14)
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Auferdem gilt

und damit ist

H H
LIPS
q q
Mit (4.13) und (4.14) erhalten wir daraus
H 1
#A < #B< Y  #B;< Y —=H- =
* * q * q
n*(p)<q<H n*(p)<q<H n*(p)<¢<H
1 1 1
—q - n* (p)
a< q<n (p)

Mit (4.6) ergibt sich wie im Beweis von VINOGRADOV

#A

IA

(Sl Y

g<H g<n*(p)

= H- <]og log H + lo(g—HI; —loglogn™* (p) — lco(gn;*(f(’;; + e p))

1

(
c n c n 1 )
logH = logn*(p) n*(p)

2-c+1
< H- <1og log H — loglog n* (p) + L) . (4.15)
log n* (p)

< H- <log log H — loglogn* (p) +

Es gilt nun mit H < p und mit (4.15)

2 (5) - o

2. 1
> H-2-H- (loglogH—loglogn* (p) + 67:_>
log n* (p)

2. 1
= H-|1-2- loglogH—loglogn*(p)—l—L .
logn* (p)

Mit dem vorherigen Satz erhalten wir nun

> (2)

n=1

> 1—-2- <loglogH — loglogn* (p) +

1
€ > —

1 &/ #A
Z 272 (5) -

n=1
2-¢c+1 )
log n* (p)

und damit
2:-¢c+1

1
logn* (p) 7y (1=¢).

loglog H — loglogn* (p) +
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1
Nun setzen wir n* (p) = H? und damit ist

1 2. 1 log H 2. 1 2 1
loglogH—loglogH;f+67*+ = log 8 -+ Cj_ :10g13+67j
log n* (p) log H?  logn* (p) log n* (p)
also 9. et1 )
-c
1 — > —-(1-
ogh+ logn* (p) = 2 (1=e)
und somit
logB>_—-—¢
Daraus folgt nun
B>ei ",
also insbesondere
B > e

Unsere Wahl von H = p%“;l(p) liefert uns nun

n(p) = Hb= (p4+‘5'(”)

l ( ) 5’(?)
< (p4 ) p e,

somit ist n* (p) = O (p®) fiir alle o > was wir zeigen wollten. O

1
44/e’
4.2 Abschatzungen mit ERH

Unter Annahme von ERH erreichten NESMITH ANKENY und ERIC BACH sehr gute Ergebnisse,
die wir nun in diesem Abschnitt angeben wollen. In seiner Dissertation bewies auch SEBASTIAN
WEDENIWSKI eine Abschitzung zum kleinsten quadratischen Nichtrest, die die Giiltigkeit der
ERH voraussetzt. Auf Beweise wird hier verzichtet, wir wollen aber am Ende des Abschnitts
zeigen, wie man aus einem Primzahlsatz fast die Abschétzung von ANKENY erhilt.

4.2.1 Einfiihrung
Definition

Eine zahlentheoretische Funktion x mit komplezen Werten heifit ein Charakter modulo n,
wenn gilt

x(a) = x(b), fallsa=b modn,
x(a-b) = x(a)-x(b) fir alle a,b€eN,

x(a) = 0, falls ggT (a,n) # 1,

x(a) # 0, falls ggT(a,n)=1.
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Der Charakter x1 mit x1(a) = 1 fiir alle a € N mit g9T (a,n) = 1 heifit Hauptcharakter
mod n. x heifit von 9 induziert, wenn x (a) = x1 (a) - ¥ (a), wobei 1y ein Charakter mod r
und r ein Teiler von n ist. x heiffit primitiver Charakter, wenn x nicht von einem anderen
Charakter mit kleinerem Modul induziert wird. Also wird jeder Charakter von einem primitiven
Charakter induziert.

Eigenschaften von Charakteren

Da x vollstéandig multiplikativ ist und x nicht die Nullfunktion ist, folgt daraus x (1) = 1. Mit
dem Satz von EULER-FERMAT erhélt man

X (@)?™ = x (a#1) = (1) = 1 fiix ggT (a,n) = 1,

also ist x (a) fiir ggT (a,n) = 1 eine ¢ (n)-te Einheitswurzel.

Definition

Eine Reihe der Form
- an
n=1 n?
wobei (an),cy eine Folge komplexer Zahlen ist und s € C mit s = o + it, heifft DIRICHLET-

Rethe.

Beispiele
o 1
1. Die RIEMANNSCHE ZETAFUNKTION ( (s) = E — konvergiert fiir Re s > 1. BERN-
n
n=1

HARD RIEMANN findet 1859 eine Fortsetzung von ( (s) in die gesamte komplexe Ebe-
ne. Bei s = 1 hat ( einen Pol erster Ordnung vom Residuum 1. In Re s < 0 sind
-2, —4, —6,... Nullstellen erster Ordnung. Fiir reelle s € [0,1) ist { (s) < 0. RIE-
MANN definiert die Funktion

£(s)i= S (s =) 7T (3) ¢ (9).

1
Anstelle von £ arbeitet er jedoch mit der Funktion & (5 + z't) und bemerkt 1859, dafk

alle nicht-trivialen Nullstellen von £, und damit auch von ¢, auf der Geraden Re (s) = —

liegen. Diese Bemerkung ist in dieser Form als RIEMANNSCHE Vermutung in die
Mathematikgeschichte eingegangen.

o0
2. DIRICHLETSCHE L-Reihen L (s,x) = Z &:L) mit einem Charakter x. L (s, x) kon-
n
n=1
vergiert fiir ¢ > 1. Wie fiir die RIEMANNSCHE Zetafunktion wird auch fiir alle L-

Funktionen angenommen, daf sich L (s, x) meromorph fortsetzen laft und die nicht-

trivialen Nullstellen sdmtlich auf der Geraden o = = liegen. Diese Annahme wird als
erweiterte RIEMANNSCHE Vermutung bezeichnet.
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4.2.2 Abschitzung von ANKENY

Bereits im Jahre 1952 bewies Ankeny unter Voraussetzung der erweiterten Riemannschen
Vermutung die bis heute beste Abschétzung fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest.

Satz von ANKENY

Sein € N und G eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe (Z/nZ)* mit G # (Z/nZ)".
Dann ist, unter Voraussetzung der erweiterten Riemannschen Vermutung, die kleinste positive

ganze Zahl auferhalb G ein O ((log n)2>

Folgerung

Gilt die erweiterte Riemannsche Vermutung, so ist
n*(p) =0 ((logp)Q) :

d.h. es gibt ein M so, daf fir alle ungeraden Primzahlen p fir den kleinsten quadratischen
Nichtrest n* (p) modulo p gilt
n* (p) < M (logp)”.

Vermutung von Ankeny

Zwei Jahre spéater, 1954, veroffentlichte ANKENY einen Artikel in der Zeitschrift Duke Math.
Journal, in dem er einen Beweis fiir die folgende Aussage angab.

Sei p eine Primzahl mit p = 3 mod 4. Dann gilt fir alle € > 0 und p > py (€)

€

n* (p) < p“.

In den Mathematical Reviews [Erd] schreibt PAUL ERDOS einen kurzen Bericht, in dem er die
Aussage als bewiesen sieht. Spéter bemerkt K. A. RODOSSKIT ebenfalls in den Mathematical
Reviews |Rod|, dak der Beweis von ANKENY einen Fehler enthilt.

4.2.3 Abschitzung von BACH

In seiner Dissertation [Bach| gibt ERIC BACH eine Abschitzung von P. WEINBERGER an, der
1981 zeigte, dak, falls die erweiterte Riemannsche Vermutung stimmt, die Abschétzung

n* (p) < 4- (logp)>

gilt. BACH selbst gibt sogar eine bessere Schranke an.
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Satz von BACH

Sei n eine natirliche Zahl und G eine Untergruppe von (Z/nZ)* mit G # (Z/nZ)*. Ist x das
kleinste Element in (Z/nZ)* — G, dann gilt unter Annahme der ERH

z < 2-(logn)?.

Folgerung

Gilt die erweiterte Riemannsche Vermutung, dann ist

n* (p) < 2- (logp)”. (4.16)

4.2.4 Abschitzung von WEDENIWSKI
Eine sehr gute Abschitzung fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest, die auch die erweiterte

Riemannsche Vermutung voraussetzt, gibt SEBASTIAN WEDENIWSKI in seiner Dissertation
2001 an, vgl. [Wed, Kap. 6.9, S. 122].

Satz von WEDENIWSKI

Wir nehmen an, daff die erweiterte Riemannsche Vermutung g¢ilt. Sei m > 1 eine ungerade
positive ganze Zahl, mit m # n? firn € N, und

—minfren (5) 41}

44
z < g-log(m)Q— E-logm-l—l&

Dann gilt

Uberpriift man jedoch die Aussage fiir alle Zahlen m < 10000, stellt man fest, daff die Abschiit-
zung fiir die Zahlen 7,11,13,15,17,19, 21,23, 27,29, 31, 33, 35,37, 39,41,43,45,47,51, 53, 55,
57,63,65,71,73,95,97,119 nicht erfiillt ist. Dies liegt vor allem daran, daf fiir m < 57 die
rechte Seite < 2 ist, wihrend = > 2 gilt.

4.2.5 Satz von BACH-SHALLIT

In [Bac/Sha, Theorem 8.4.6, S. 217| findet man folgenden Primzahlsatz, aus dem man fast die
Abschétzung von ANKENY erhélt.
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Satz

Gilt die erweiterte Riemannsche Vermutung, so gibt es eine Konstante M mit folgender Ei-
genschaft:

o st n eine natirliche Zahl und py, : Z — Z/nZ die Reduktion modulo n,

e ist G eine Untergruppe von (Z/nZ)" vom Indez d,

e ist C eine Nebenklasse der Untergruppe G in (Z/nZ)",

o st fir reelle © > 1
mo (@) =#{p<z:pn(p) € C},

d.h. 7o (x) ist die Anzahl der Primzahlen p < x, sodafi p mod n in C liegt,

so gibt es eine reelle Funktion M¢ (x) fir reelle x > 1 mit

e (z) = %lz(x) + M¢ (z) - vz - (logz +logn) und |Mc(z)| < M,

Todt
wobei li(z) = | —.
5 logt
Daraus kann man nun folgende Abschatzung fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest herlei-
ten.
Folgerung

Gilt die erweiterte Riemannsche Vermutung, so ist fiir jedes € > 0

n* (p) = O ((logp)*™) ,

d.h. es gibt ein M., sodaf fir alle ungeraden Primzahlen p fiir den kleinsten quadratischen
Nichtrest n* (p) modulo p gilt
n* (p) < M. (logp)™**.

Beweis:
Sei p eine ungerade Primzahl, G die Untergruppe der Quadrate in (Z/pZ)* und C die Neben-
Quadrate gibt,

klasse der Nichtquadrate. Es ist ord (Z/pZ)* = p — 1 und da es genau P

-1
ist ordG = pT Nach dem Satz von LAGRANGE gilt fiir den Index d von G

ord (Z/pZ)*
d= —————=2.
ordG

Mit dem vorangegangenen Satz folgt dann

re (#) = 3li (z) + Mc (z) -V - (log 2 + logp) .
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Fir7<x <pist

Z

.
i(z) > log

und wir erhalten damit die Ungleichungen

M

T
Tc (z) > + Mc (z) - vz - (log z + log p)
2-logx
> L M-z (logz + logp)
2-logzx
> " _ M /z - (logp +logp)
2-logzx
T _9.M- Vv -logp
2-logzx
und daher
mo(@) Ve —2.M
Vr-logp — 2-logz-logp ’
Fiir z = (logp)*" folgt daraus
e ((1ng)2+f) § (logp)' 5 )
(log p)2+¢ - Tog p = 2.log (logp)*¢ - log p
_ (logp)? o.M

2-(2+¢)-loglogp

87

Fiir hinreichend grofse p ist der letzte Ausdruck > 0 und damit ist ¢ ((log p)2+6) > 0, d.h.

es gibt mindestens eine Primzahl < (logp)**¢, die quadratischer Nichtrest modulo p ist, also

gilt

Dies beweist die Behauptung.

n* (p) < (logp)***.



Kapitel 5

Untere Schranken

teressant, nach unteren Schranken fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest zu suchen.

Mit diesem Thema hat sich unter anderem HANS SALIE im Jahre 1949 beschaftigt.
1971 lieferte HUGH MONTGOMERY ein besseres Ergebnis als SALIE. Allerdings basiert der Be-
weis seiner Abschitzung darauf, daf die erweiterte Riemannsche Vermutung richtig ist. Ohne
ERH kommt die Verschirfung von SALIES Abschéitzung aus, die 1990 von S. W. GRAHAM
und C. J. RINGROSE verdffentlicht wurde.

ﬁ ufer den vielen unterschiedlichen oberen Schranken fiir n* (p) bzw. n (p) ist es auch in-

5.1 Abschatzung von SALIE

Im Jahre 1949 hat HANS SALIE eine untere Schranke fiir den kleinsten quadratischen Nichtrest
angegeben. Um seine Aussage beweisen zu kénnnen, bendtigen wir die beiden folgenden Sitze.

5.1.1 DIRICHLETSCHER Primzahlsatz

Sind n und a natirliche Zahlen mit ggT (n,a) = 1, so gibt es unendlich viele Primzahlen p
mit
p =a mod n,

d.h. die Folge natirlicher Zahlen
a, a+n, a+2n, a+3n, a+4n, a+ dn,...

enthdlt unendlich viele Primzahlen.
Beweis: Siehe [Sche, S. 354-366].
5.1.2 Satz von LINNIK

Fir jede natiirliche Zahl n > 2 existiert in jeder primen Restklasse mod n eine Primzahl
g < nk, wobei k > 0 eine absolute (von n unabhangige) Konstante ist.

Beweis: Siehe [Pra, S. 330-370].

88
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5.1.3 Satz von SALIE

FEs ist
n* (p) # o(logp),

d.h. es gibt eine positive Konstante ¢ und unendlich viele Primzahlen q mit

n* (q) > c-logq.

Beweis:

Sei p1 =2, p2 =3,p3 =5,ps =7, ps = 11,... die Folge der Primzahlen und sei m € N,
m > 2. Mit dem chinesischen Restsatz findet man ein a,, € Z so, daf fiir eine ganze Zahl z
die Aquivalenz

1 mod 8,
=< lmodp;fir2<i<m-1, <= z=a,; mod8pps---pn (5.1)
1 (pm) mod pm,

gilt. Dabei gilt ggT (an,,8p2ps---pm) = 1. Nach 5.1.1 gibt es dann ein ¢ € P mit ¢ =
@, mod 8pops - - - . Aus (5.1) folgt

g=1mod8, ¢g=1modps, ..., ¢g=1modpn_1, ¢=n(pm) mod py,

2
und mit 2.5.4 erhdlt man daraus —) =1. Da ¢ = 1 mod 4, folgt mit dem quadratischen
p

Reziprozititsgesetz <&> = (2) fir 2 < i < m und damit ist
q bi

(2)- ()~ (2) - rmwacizmt w (22) - (2) - ()

Daraus erhilt man sofort

n(q) = pm-
Fiir die Tschebyscheff-Funktion ¥ (z) = In H p gilt nach [Har/Wri, Theorem 415] die Abschét-
zung P
9(n)<2-In2-n  Vn>1
Setzt man n = pyy,, erhdlt man

In (2pops -+ pm) <2-1n2- py,.

Sei nun g, die kleinste Primzahl ¢, die die obigen Eigenschaften erfiillt. Dann gilt nach dem
Satz von LINNIK
Gm < (8p2ps -+ pm)",
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und damit

Ing, < k-(2-In2+1n(2pops---pm))
< k-(2-In2+2-In2-py)
= 2-In2-k-(1+pp).

Daraus folgt

Ing,,
Pm > 9 T2k
und mit n (g,) = pm schlieklich
— .1 — 1.
Da n (gm) = pm, ist g2, g3, qu, ... eine Folge von verschiedenen Primzahlen mit li_I)Il Gm = 00.
m—0oQ

Daher gilt

lim inf ™09 5 L

m—oo In gy, 2-k-In2
und damit die Behauptung. O
Bemerkung

Der Beweis des vorangegangenen Satzes liefert uns eine Mdéglichkeit, wie man sich eine Prim-
zahl ¢, mit n* (¢,,) = pm, konstruieren kann. Es ist also jede Primzahl kleinster quadratischer
Nichtrest einer anderen Primzahl.
Beispiel
Wir wihlen m = 5, dann ist ps = 11 und n* (11) = 2. Aus den Kongruenzen
z=1mod 8 z=1mod3, z=1mod 5, z=1mod 7, £ =2 mod 11
erhalten wir mit dem chinesischen Restsatz die Bedingung
z = 2521 mod 9240 mit 9240=8-3-5-7-11.
Nun suchen wir die erste Primzahl unter den Zahlen
2521, 2521 + 9240, 2521 + 2 - 9240, 2521 + 3 - 9240, ...

Das liefert uns die Zahl g5 = 2521.

In der folgenden Tabelle 5.1 wurde die im Beweis angegebene Zahl ¢, mit einer Maple-
Funktion explizit konstruiert.
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m am (gm)
2 17 3
3 97 5
4 241 7
5 2521 11
6 157081 13
7 1921921 17
8 144984841 19
9 3453089641 23
10 2677114441 29
11 232908956281 31
12 72201776446801 37
13 5580395077377121 41
14 380921329936066921 43
15 9628912340109142081 47
16 848547899972118145801 53
17 30894522236376162404041 59
18 3068725518846123371955721 61
19 | 51606887798139067232638801 67
20 | 28038491294254392855376593121 71

Tabelle 5.1: Primzahlen gy, mit n* (¢m) = pm

5.2 Abschatzung von MONTGOMERY

91

Im Jahre 1971 bewies HUGH MONTGOMERY in seinem Buch “Topics in Multiplicative Number

Theory” (vgl. [Mon]) folgenden Satz, aus dem wir eine untere Schranke fiir n* (p) folgern

kénnen.

Satz

Gilt die erweiterte Riemannsche Vermutung fir alle L-Funktionen von reellwertigen Charak-
teren x, dann existiert eine Konstante ¢, so daf§ fir unendlich viele reellwertige primitive

Charaktere x modulo m

gilt. Dabei ist n, das kleinste n fir das x (n) # 1 und x (n) # 0 gilt.

ny > c¢-logmloglogm

Einen Beweis findet man in [Mon, S.122].
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Bemerkung

Das LEGENDRE-Symbol definiert durch x (p) = (E> einen Charakter x modulo p mit den
p
Eigenschaften

Mit dem obigen Satz erhalten wir daraus folgende Abschétzung fiir den kleinsten quadratischen
Nichtrest.

Folgerung

Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so daf§ unter Annahme der erweiterten Riemannschen Vermu-
tung fir unendlich viele p € P gilt

n* (p) > c- log ploglog p.

5.3 Abschatzung von GRAHAM und RINGROSE

Besser als SALIE, aber etwas schlechter als MONTGOMERY ist folgendes Ergebnis aus dem
Jahre 1990, das allerdings ohne die erweiterte Riemannsche Vermutung auskommt. Auf den
Beweis wird verzichtet, er findet sich in [Gra/Rin|.

Satz

Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf8 fiir unendlich viele Primzahlen p gilt

n* (p) > c-logplogloglog p.



Kapitel 6

Verteilung der kleinsten quadratischen
Nichtreste

ein von ihm durchgefiihrtes Experiment, in dem er den kleinsten quadratischen Nichtrest

n* (p) fiir die ersten 418 Primzahlen > 10'® berechnet. Thm fillt auf, daR der erste
Nichtrest nie groRer ist als 29 und fiir nur 19 der betrachteten Primzahlen n* (p) auferhalb der
Menge {2, 3, 5, 7} liegt. Aufierdem vergleicht WAGON seine Ergebnisse mit der Abschéitzung
von ERIC BACH, wonach unter Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung
n* (p) < 2- (logp)? gilt (vgl. 4.2.3) und bemerkt, daR fiir Primzahlen p = 1 mod 4 und p <
1000000 der kleinste quadratische Nichtrest hochstens 37 ist, wiahrend die Schranke 2 - (log p)2
fiir Primzahlen, die in der N&he von 1000000 liegen, ungefshr 381 ist. Fiir die untersuchten
418 Primzahlen > 10! lige die Schranke von BACH ungefihr bei 2385.

I n seinem Artikel “The Euclidean algorithm strikes again” [Wag2| erwdhnt STAN WAGON

Dies fiihrt auch zu der interessanten Frage, wie oft eine Primzahl ¢ als quadratischer Nichtrest
modulo einer Primzahl p auftritt. Dazu wollen wir zeigen, welche FErgebnisse man erhalt,
wenn man mit einem C+-+-Programm fiir jeweils 1000000 aufeinanderfolgende Primzahlen p
den kleinsten quadratischen Nichtrest modulo p berechnet und z&hlt, wie oft ein Nichtrest
auftritt. Wir wollen in Tabelle 6.1 zwei Beispiele angeben.

Dabei wurden in der linken Tabelle die ersten 10° Primzahlen ab 105 untersucht, in der Tabelle
auf der rechten Seite sind die Ergebnisse fiir die ersten 10° Primzahlen > 10'%° angegeben.

Bei Betrachtung der beiden Tabellen f&llt auf, dafs sich die Anzahl der Primzahlen jedesmal

ungefahr halbiert. Es liegt also die Vermutung nahe, daf fiir circa 2 der Primzahlen n* (p) = 2,
1 1
fiir ungeféhr 1 der Primzahlen n* (p) = 3, fiir etwa 3 der Primzahlen n* (p) = 5 gilt, usw.

Wir wollen nun dieses Verhalten erklaren.

93
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q | #{p € P, mit n* (p) = ¢} q | #{p € P, mit n" (p) = ¢}
2 500199 2 499984
3 250215 3 250152
5 124406 5 125089
7 62643 7 62317
11 31270 11 31084
13 15668 13 15755
17 7716 17 7828
19 3969 19 3875
23 2006 23 1983
29 940 29 978
31 489 31 498
37 255 37 235
41 102 41 113
43 59 43 52
47 34 47 27
53 13 53 16
59 7 59 7
61 5 61 3
67 1 67 3
71 3 71 1
Tabelle 6.1: Verteilung von n* (p)
Vorbemerkung

Nach 2.5.4 gilt fiir eine ungerade Primzahl p offensichtlich

2
n* (p) =2 < (I_?) =—-1<= p=3, 5mod8.

Da die ungeraden Primzahlen nach dem DIRICHLETSCHEN Primzahlsatz einigermafien gleich-
méfig auf die vier Restklassen 1, 3, 5, 7 modulo 8 verteilt sind, sollte also fiir etwa die Halfte

der Primzahlen n (p) = 2 gelten. Wir werden dies in den folgenden Uberlegungen verallgemei-
nern.

Wir betrachten zunéchst ein Lemma, das zwei Eigenschaften des JACOBI-Symbols angibt.
Lemma

Seien a,b € N.
(1) Im Fall 49T (2,a) = g9T(2,b) =1 gilt

cohmir = (2)- ()
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(2) Ist p eine ungerade Primzahl und g9T (2-p,a) = ggT(2-p,b) = 1, so gilt

a=bmodd-p = (i—)):(%)

Beweis:
. 2
(1) folgt sofort aus der Aquivalenz (—) =1<=a==+1 mod 8.
a
Zu (2):
Ist p = 1 mod 4, so erhélt man mit ¢ = b mod p und dem quadratischen Reziprozititsgesetz

die Gleichung (5) - (%) - (g) - (1—;)

Ist p = 3 mod 4 und a = 1 mod 4, dann folgt b = 1 mod 4 und das quadratische Reziprozi-

tétsgesetz liefert die letzte Gleichung, also (1—)) = (E) = (é) = (%)
a p p

Ist p = 3 mod 4 und a = 3 mod 4, so folgt b = 3 mod 4 und das quadratische Reziprozitats-

gesetz engive (2) == (2) == (2) = (%), 0

Lemma

Seipi =2, pp =3, p3 =5, pp =7, ps = 11,... die Folge der Primzahlen, r > 1 und
n = 8pops + + - pr. Dann definiert

Y (Z/nZ)* — {£1} x {1} x -+ x {£1}, aH{(%), (§), ,(&)}

a a a
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus. Ist
N, =y ({(1,1,...,1,-1)}) C (Z/nZ)",
dann gilt fiir eine Primzahl p die Aquivalenz
n(p) =p, <= p modn liegt in N,.

Auflerdem gilt
#N, 1

S (Z/nZ) ~ 2

Beweis:

Mit dem vorangegangenen Lemma erhalten wir aus der Kongruenz a; = as mod 8psps - - - py

die Gleichungen
2N (2) (3 (2 pr\_ (Pr
a1 a ao ’ a1 a a9 L a1 a a9 '
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Somit ist die Abbildung 1, wohldefiniert.! Die Multiplikativitit des JACOBI-Symbols zeigt, daf
1, ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Surjektivitét iiberlegt man sich mit dem chinesischen
Restsatz.

Fiir eine Primzahl p gilt

e e ()on ()-n . (5)1(3)-

< ¢, (pmodn)=(1,1,...,1,-1)
<= pmod n liegt in N,.

Da 1), surjektiv ist und N, eine Nebenklasse des Kerns ist, erhélt man die letzte Behauptung

o #(Z/nZ)" _ #(Z/nZ)
EN,  #Kem ()

= #Bild () = 2.

Bemerkung

Fiir Funktionen f, g schreiben wir f (z) ~ g (z) (“f und g verhalten sich fiir x — oo asympto-
tisch gleich”), wenn

Satz

Ist pr =2, pp =3, p3 =95, pa =7, ps =11,... die Folge der Primzahlen, r € N und

fr@)=#{p<z:n(p) =p},
(d.h. fr (x) ist die Anzahl der Primzahlen < x, deren kleinster quadratischer Nichtrest p, ist),
so gilt
lim Ir (=) = i,
g—oo () 27

wobei 7 (z) = # {p < z} die Primzahlzdhlfunktion bezeichnet.

Beweis:

Wir verwenden die Bezeichnungen des vorangegangenen Lemmas. Sei a € Z mit ggT (a,n) =1
und
w(z,m,a) =#{p<z:p=amodn}.

Nach dem DIRICHLETSCHEN Primzahlsatz gilt die Beziehung (vgl. [Sche, S. 463])

( ) 1 T
TN, Q) ~ —— -
A o(n) logz’

(6.1)

In dem Lemma wurde n = 8paps - - - p, gewahlt, weil bei Wahl von n = 2 - paps - - - pr oder n = 4psps - - - pr
die entsprechende Abbildung ), nicht wohldefiniert wére.
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wobei ¢ (n) = #{a € N:0<a <nund ggT (a,n) =1} = #(Z/nZ)" die EULERSCHE ¢ —
Funktion bezeichnet.

Der Primzahlsatz besagt (vgl. [Sche, S. 337])

und mit (6.1) erhélt man

Dann gilt
fr(@) = #{p<z:nlp)=p}
= #{p <z:pmodn liegt in N, }
= Z#{pﬁx:pzamodn}

a€EN,

= Zﬂ(w,n,a).

a€EN,

Daraus erhélt man

tim 1 gy T g, T )

z—oo 7 (1) w00 £ 7 () R 7 (x)
_ L #N
= 2o T Ry
1
= o

was wir zeigen wollten. O



Kapitel 7

Anwendungen

rest gefunden haben, wollen wir nun zeigen, daf kleine quadratische Reste auch in

Anwendungen eine grofse Rolle spielen. Im folgenden Kapitel geben wir zwei Beispie-
le dafiir an, wo kleine quadratische Reste niitzlich sind. Zun#chst zeigen wir, daf man mit
Hilfe eines Nichtrestes schnell Quadratwurzeln modulo p ziehen kann. Im zweiten Teil zeigen
wir am Beispiel des MILLER-RABIN-Primzahltests, dak quadratische Nichtreste eine wichtige
Rolle spielen beim Testen einer Zahl auf Zerlegbarkeit.

N achdem wir viele verschiedene Abschétzungen fiir den kleinsten quadratischen Nicht-

7.1 Quadratwurzelziehen modulo p

In 2.1 haben wir das LEGENDRE-Symbol definiert, mit dessen Hilfe man schnell testen kann,
ob fiir eine ungerade Primzahl p und ein a € (Z/pZ)* die Gleichung z2 = a in (Z/pZ)* 16sbar

a
ist oder nicht. Nehmen wir an, wir wissen, daff { — ] = 1 gilt. Dann existiert also ein z, so daf
x = a mod p. Aber wie findet man dieses z7

Fiir die Primzahlen p = 3 mod 4 gibt es dafiir eine einfache Losung. In diesem Fall ist eine
Losung gegeben durch

-1
Da a ein quadratischer Rest ist, gilt nach dem Satz von EULER a"T =1 mod p und damit
erhélt man

wie gewiinscht.

Eine dhnlich einfache Losung findet man fiir die Primzahlen p = 5 mod 8. Da nun wieder
-1
a7 =1 mod p gilt und £1 die einzigen Quadratwurzeln von 1 in Z/pZ sind, haben wir

p—1

a1 ==+£1 mod p.

Ist nun 6”7 = 1 mod p, dann erfiillt
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das Gewiinschte. Es ist dann namlich

p+3 p—1
=071 =a-a = a mod p.

x

Es bleibt also wieder der Fall p = 1 mod 8, fiir den man keine einfache Losung fiir z angeben
kann.

In einem Verfahren von Tonelli und Shanks wird gezeigt, daf man fiir die Gleichung z? = a
schnell eine Losung angeben kann, bzw. die Nichtlosbarkeit zeigen kann, wenn man einen

quadratischen Nichtrest modulo p, also ein n € (Z/pZ)" mit (g) = —1, kennt.
Die multiplikative Gruppe (Z/pZ)* ist zyklisch von Ordnung p — 1. Nun zerlegen wir
p—1=2°-u mit s$>1und u=1mod 2
und definieren die Untergruppen
G={be(Z/pZ)" :v* =1} und U ={c€ (Z/pZ) :c"=1}.

Dabei ist G zyklisch von Ordnung 2° und U zyklisch von Ordnung u. Man kann explizit einen
Isomorphismus

\: (Z/pZ) — GxU

beschreiben. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus findet man nédmlich A, B € Z, so
dak
1=A-2°4+B-u.

Dann gilt fiir a € (Z/pZ)*
a =g tBu = (a®) (aA'2S) mit (a®%) € G, (aA'Qs) e,
denn mit dem kleinen Satz von FERMAT erhalt man
(aB")” = aBv? =B 0D = (@271) B =1
——
=1 mod p

und analog (aA'2s)u =1. Also ist

Afa) = (aB'“,aA'QS) .

Hat man ein Element aus U, so kann man daraus schnell die eindeutig bestimmte Wurzel
ziehen. Denn fiir ¢ € U gilt ¢* = 1 und damit

Es bleibt also die Frage, wie man Wurzeln aus Elementen von G zieht. Wir geben ein Verfahren
an, flir das man jedoch einen Erzeuger g der zyklischen Gruppe G benétigt. Dazu bemerken
wir:
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Ist n € (Z/pZ)*, dann ist n* € G und es gilt

n" erzeugt G <+— (ﬁ> =-1.
p

Hat man also einen quadratischen Nichtrest modulo p, so erhédlt man auch schnell einen Er-
zeuger g der Gruppe G.

Sei nun ¢ ein Erzeuger von G und b € G. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes k& € Z mit
b=g*F und 0<Fk<?2°.

Wie erhélt man nun die Zahl k7 Dazu geben wir die eindeutige Zerlegung in der Bin#rdarstel-
lung an

k=242 4 42m mit 0<li<lp<...<ly<s.

Nun definieren wir
b, = g2+t 42l
i =g

und haben dann
l.

b1 = b, bi+1 =¥ -9721, bm+1 =1.

Ist ¢; > 0 minimal mit der Eigenschaft b?ti =1, so ist ord (b;) = 2%. Da aber auch ord (b;) =
257k gilt, ist I; = s — t;. Fiir gegebenes b und ¢ erhélt man damit folgendes Verfahren zur
Bestimmung von k:

1. Setze by = b, 1 = 1.

2. Bestimme durch Probieren das minimale ¢; > 0 mit b?ti =1 und setze l; = s — t;.
3. Berechne b;11 = b; -g_%.

4. Ist bj41 =1, so ist man fertig und hat

k=21 49y 4ok

Im anderen Fall ersetzt man ¢ durch ¢ + 1 und geht zu 2.
Wenn man nun die Darstellung b = ¢* fiir b € G kennt, dann gilt:

e Ist k=1 mod 2, so ist b kein Quadrat in (Z/pZ)".

e Ist k=0 mod 2, so ist
2
b= (+4°)

ein Quadrat in (Z/pZ)* und man hat auch gleich die Quadratwurzeln bestimmt.

Um das Verfahren etwas zu verdeutlichen, wollen wir ein Beispiel angeben.
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Beispiel

o . 12 . 11 .
Wir wahlen p = 12289, dann ist p — 1 = 12288 = 2*° - 3. Es gilt ; = —1, also wird

die Untergruppe G von g = 113 = 1331 erzeugt. Nun wollen wir b = 4770 als Potenz von g
schreiben. Wir wenden also das obige Verfahren an und erhalten:

) b; ti |1

114770 | 11| 1

21192 | 10| 2

312548 | 8 | 4

41799 | 7 | 5

513542 | 5 | 7

61305 | 4 | 8

715146 | 3 | 9

811479 | 2 | 10
9 1

Damit erhélt man
k=2'422 424425427+ 284994210 —-1974 und b=g".

Da k = 0 mod 2, ist b also ein Quadrat in (Z/pZ)*.

Bemerkung

Wenn man eine Quadratwurzel aus a € (Z/pZ)* ziehen will, muf man nicht explizit die Zer-
legung A (a) = (b, ¢) bestimmen. Wegen

w12 —u —u
a:<a2)-a und a *e€qG

mufs man ndmlich nur die Quadratwurzel aus ¢~ ziehen.

7.2 Primzahltests

Als Anwendung des Satzes von ERIC BACH betrachten wir einen Primzahltest. In seinem
Artikel “Riemann’s Hypothesis and Tests for Primality” (vgl. [Mil]) zeigt GARY MILLER, daf,
unter Annahme der erweiterten Riemannschen Vermutung, Primzahltests in polynomialer Zeit
moglich sind. Die Idee dabei ist, dafs eine Zahl uns sagen kann, daf eine andere Zahl zusam-
mengesetzt ist, ohne dabei zu verraten, wie man diese Zahl faktorisiert. Wenn wir also testen,
ob eine Zahl n prim ist, dann suchen wir statt dessen nach einem Zeugen fiir die Zerlegbarkeit
von n. Nach BACHS Abschétzung impliziert die erweiterte Riemannsche Vermutung, daf der
letzte Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, falls einer existiert, ein O (log n)2 ist. Die folgenden
Ergebnisse orientieren sich an dem Artikel “Primality testing” von STAN WAGON [Wagl].
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Der MILLER-RABIN-Test

Sei n eine ungerade natirliche Zahl und n — 1 = 2% - m, wobei s > 1 und m ungerade. Weiter
sei b€ (Z/nZ)". Gilt

" =1 modn oder b ™=-1 mod n fir eink mit 0 <k <s-—1,

dann sagen wir, n erfillt den MILLER-RABIN-Test zur Basis b. Erfillt n den Test nicht, so
18t n zusammengesetzt.

Wenn eine Zahl n einen MILLER-RABIN-Test besteht, dann hofft man, daf die Zahl prim ist.
Allerdings gibt es auch zusammengesetzte Zahlen, die einen solchen Test bestehen.

Definitionen

o Fine zusammengesetzte ungerade natirliche Zahl n, die den MILLER-RABIN-Test zur
Basis b besteht, heiffit starke Pseudoprimzahl zur Basis b.

o Erfillt n den Test zur Basis b nicht, dann heifit b ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit
von n.

o Wir bezeichnen die s + 1 Zahlen b™, b*™, ..., b ! mod n als die b-Sequenz von n.
Wir sagen, die Sequenz ist vom Typ 1, wenn entweder alle Eintrdge gleich 1 sind, oder
ein Eintrag vor dem letzten Eintrag gleich —1 ist (wobei die restlichen dann natirlich
gleich 1 sind). Sonst heifit die Sequenz vom Typ 2. Es gibt also 5 Moglichkeiten, die wir
in Tabelle 7.1 auffihren (dabei bezeichnen x eine Zahl ungleich £1).

pm b2m b4m . B . . . bn—l

1 1 1 1 1 1 . 1 Typ 1
* * * x —1 1 ... 1 Typ 1
* * * * 1 cee 1 Typ 2
* * * * * Typ 2
* * * * * -1 Typ 2

Tabelle 7.1: Sequenz-Typen fiir den MILLER-RABIN-Algorithmus

Beispiele

e 2047 ist eine starke Pseudoprimzahl zur Basis 2 mit der 2-Sequenz 1, 1.

e 1373653 ist eine starke Pseudoprimzahl zur Basis 2 mit der 2-Sequenz 890592, —1, 1 und
zur Basis 3 mit der 3-Sequenz 1,1, 1.

Betrachten wir die Abschitzung von ERIC BACH, die unter Voraussetzung der erweiterten
Riemannschen Vermutung gilt, erhalten wir folgendes Verfahren:

1. Berechne fiir jedes b < 2 (logn)? die b-Sequenz von n.
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2. Ist die b-Sequenz von n vom Typ 2, gib n als zusammengesetzt aus.

3. Sonst gib n als prim aus.

Ist also n eine ungerade zusammengesetzte Zahl, so existiert nach BACHS Abschitzung ein
Zeuge p € P fiir die Zerlegbarkeit von n mit p < 2 (log n)2.

Beweis:
Falls n eine Primzahl ist, gilt nach dem kleinen Satz von FERMAT
" ! =1 mod n.
Da =+1 die einzigen Quadratwurzeln von 1 in Z/nZ sind, muf also der Weg zur 1 in der

b-Sequenz von n vom Typ 1 sein.

Sei nun 7 eine Primzahlpotenz, aber keine Primzahl. Fiir diesen Fall zeigt H. W. LENSTRA in
seinem Artikel “Miller’s primality test” (vgl. [Len]), dak 6"~ # 1 mod n fiir ein b < 2- (logn)?
gilt und damit die b-Sequenz von n vom Typ 2 ist.

Nun sei n eine zusammengesetzte Zahl, aber keine Primzahlpotenz, mit n — 1 = 2% - m, wobei
s > 1 und m ungerade. Wir unterscheiden jetzt zwei Félle:

Fall 1 : n hat mindestens zwei unterschiedliche Primfaktoren p, g, fiir die
v2(g—1) <wvz(p—1) (7.1)
gilt.
Nach der Abschiitzung von BACH existiert ein b < 2 (log p)* mit (g) = —1. Wegen 2.4.1 gilt
dann
b"s = —1 mod p, also 7! =1 mod p.

Also ist ord, (b) = p — 1 und es gilt natiirlich

vg (ordy, (b)) =v2 (p—1). (7.2)

Nun nehmen wir an, daf
b =1modn

gilt. Dann ist auch ™ = 1 mod p, woraus folgt, daf ord, (b) ungerade ist. Dies ist jedoch ein
Widerspruch zu (7.2). Also muf die Kongruenz ™ = 1 mod n falsch sein.

Weiter nehmen wir an, daf
»?'™ = —1 mod n fiir ein k € 1,s —1].

Dann ist b2™ = —1 mod p und »*m = —1 mod g, also p?*"'m = 1 mod p und p2ttim =
1 mod ¢. Somit erhélt man

vy (ordy (b)) = vo (ordy (b)) = k + 1. (7.3)



KAPITEL 7. ANWENDUNGEN 104

Da ord, (b) entweder gleich ¢ — 1 oder ein Teiler davon ist, gilt vs (ordg (b)) < v (g — 1). Mit
(7.1) und (7.2) erhalt man schlieflich

vy (ordy (b)) =ve (p — 1) > v2 (g — 1) > va (ordy (b)),

was aber einen Widerspruch zu (7.3) liefert.

Also ist die b-Sequenz von n vom Typ 2, was nach MILLERS Algorithmus bedeutet, daf n
zusammengesetzt ist.

Fall 2 : n hat mindestens zwei verschiedene Primteiler p,q mit

v2(g—1) =v2(p—1).
Wir wahlen ein b, fiir das 0.B.d.A.

() (-

gilt. Nach dem EULER-Kriterium ist dann

p—1 g—1
2

b2 =—1modp und b2 =1modyg.

Also ist ord, (b) = p — 1 und damit
vy (ordy (b)) =v2 (p—1). (7.4)
AuRerdem ist ordg (b) < q;—l, also ist ord, (b) ein Teiler von ¢ — 1 und es gilt

vy (ordg (b)) <wo(g—1). (7.5)

Wir nehmen wieder
b =1 modn

an und erhalten mit ™ = 1 mod p und damit ord, (b) = 1 mod 2 einen Widerspruch zu (7.4).

Die Annahme .

b* ™ = —1 mod n fiir ein k € [1,s — 1]

fithrt wieder zu
vg (ordy (b)) = vo (ordy (b)) =k + 1,

was aber wegen
vp (ordp (b)) = v2 (p —1) = v2 (g — 1) > vy (ordg (b))
einen Widerspruch liefert.

Somit ist auch in diesem Fall die b-Sequenz von n vom Typ 2, was wieder zeigt, dal n zusam-
mengesetzt ist. g

Findet man also “schnell” kleine quadratische Nichtreste, so kann man mit dem MILLER-
RABIN-Algorithmus schnell zeigen, daf eine zusammengesetzte natiirliche Zahl zusammenge-
setzt ist.
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In seinem Artikel erwdhnt STAN WAGON auch eine Berechnung von Carl Pomerance, J. L.
Selfridge und Samuel S. Wagstaff, die mittels Computer alle Zahlen n < 25 - 10° gepriift und
festgestellt haben, daf man fiir diese Zahlen schon sehr kleine Zeugen fiir die Zerlegbarkeit
findet. Nach dem Satz von BACH gibt es fiir eine zusammengesetzte Zahl n < 25 - 10° einen
Zeugen b < 1147 fiir die Zerlegbarkeit von n. Bei dem Versuch hat sich herausgestellt, dafs ein
b < 11 schon geniigt. Die folgende Tabelle zeigt, dafs der erste Zeuge nédher bei log,qn liegt,
als bei 2 - (logn)?. Dabei ist n die erste zusammengesetzte Zahl fiir die b der kleinste Zeuge
fiir die Zerlegbarkeit von n ist.

b n 2 - (logn)® | log;gn
3 2047 117 3,3
5 1373653 400 6,1
7 25326001 582 7,4
11 | 3215031751 959 9,5

Tabelle 7.2: Versuch von Pomerance, Selfridge und Wagstaff

Da der kleinste quadratische Nichtrest damit zusammenhéngt, bezieht sich STAN WAGON auch
auf eine Berechnung von D. H. Lehmer, Emma Lehmer und Daniel Shanks, die fiir Primzahlen
p < 2-10'2 den kleinsten quadratischen Nichtrest angegeben haben. In einer Graphik ver-
gleicht er die Treppenfunktion f (N) = max {n* (M)} mit der Funktion 2log N loglog N. Er

bemerkt, daf die erweiterte Riemannsche_Vermutung f(N) <2-(log N)? impliziert, jedoch
2log N loglog N eine bessere Schranke zu sein scheint. Auf jeden Fall ist 2 - (log N)? als obere
Schranke ausreichend, um Primzahltests in polynomialer Zeit durchfiihren zu koénnen.

f(N)

//
160 2 logN loglogN/ /

80

1010 1012

Abbildung 7.1: Vergleich von f (N) = max {n* (M)} mit g (N) = 2log N loglog N



Symbolverzeichnis

geT (a,b)

Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen
Menge der Primzahlen

LEGENDRE-Symbol

Kongruenz

a teilt b

a teilt nicht b

grofter gemeinsamer Teiler von a, b

kleinster quadratischer Nichtrest modulo p
kleinster ungerader quadratischer Nichtrest modulo p
Méchtigkeit

p-adischer Wert von n

Eulersche p-Funktion

Beweisende

GAauss-Klammer, grofste ganze Zahl < z
LANDAU-Symbole

bezeichnet immer den natiirlichen Logarithmus Inn
Ordnung einer Gruppe

zyklische Gruppe der Ordnung m
Restklassencharakter

DIRICHLETSCHE L-Reihe

RIEMANNSCHE (-Funktion

Primzahlzahlfunktion, 7 (z) = #{p < z | p € P}
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